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Introducere

Teorema fundamentala a aritmeticii apare in  Elementele lui Eu-
clid. Chiar dacd acestea ar fi doar o compilatie, un compendiu, aga
cum sustin multi istorict ai gtiintei, tot ar fi mai mult de 2 200 de ani
de cand se cunoagte ca orice numar natural supraunitar este in mod
unic produsul unor numere prime.

In secolul al XIX-lea, incercarile de a demonstra mare teorema a lui
Fermat au eguat pentru cd foloseau o descompunere analoaga pentru
numere de forma ag + a;( + - - -+ a,_1¢(P"!, unde p este un numdr prim,
a; € Z,1ar ( # 1 este o radacina de ordin p a unitatii. E. Kummer
a introdus notiunea de intreg algebric gi cea de numar ideal pentru a
crea un context in care un rezultat asemanator teoremei fundamentale
a aritmeticii subzistd, context necesar in studiul sdu asupra teoremei
lui Fermat. R. Dedekind a demonstrat ca in incle de intregi algebrici,
orice ideal propriu se poate scrie in mod unic ca un produs de ideale
prime.

In terminologia actuald, inelele studiate de Dedekind sunt de di-
mensiune unu. Pentru inele de dimensiune cel putin doi nu se poate
demonstra un astfel de rezultat. E. Lasker, ramas celebru in matema-
tica, dar gt in sport, fiind campion mondial la sah, observa in 1905 ca
intr-un inel de intregi algebrici un produs de puteri de ideale prime este
identic cu intersectia acestor puteri. Reugeste sd defineascd o notiune
(ideal primar) in inele de polinoame cu un numdr finit de variabile gi
coeficientl complecsi st demonstreaza cd orice ideal propriu al acestor
inele de polinoame este intersectie finita de ideale primare. E. Noether
aratd in 1921 ca aceastd descompunere primara are loc in orice inel
comutativ. unitar. in care orice ideal este finit generat. Astazi astfel de
inel se numese noetheriene. Noether a caracterizat inelele ce ii poarta
numele cu ajutorul conditici lanturilor ascendente. Conditia duala—
conditia lanturilor descendente —-a fost considerata de E. Artin in 1927,
iar inelele care indeplinesce aceasta conditie sunt denumite, in onoarea
sa. inele artinicne.

In 1938 W. Krull a publicat un impozant memoriu despre inele
locale in care 151 face aparitia o clasa importanta de inele locale, denu-
mite de C. Chevalley | inele regulate™. Terminologia este justificatd de
faptul ca, in context geometric, aceste inele locale sunt strans legate
de notiunca de punct regulat pe o varietate algebricad. Punctele re-
gulate (sau netede) de pe o varietate sunt considerate simple, celelalte
(punctele singulare) au o complexitate ce poate fi pusé in corespondenta
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cu proprietdti ale inelelor locale. Pentru a clasifica singularititile va-
rictdtilor algebrice au fost introduse relaxari succesive ale regularititii.
Inelele Cohen-Macaulay constituie o clasi de inele foarte importanta
atat in algebra comutativa, cat gi in geometria algebrici. Teoria repre-
zentarilor modulele Cohen-Macaulay apare in clasificarea singularitati-
lor, oferind punct de vedere alternativ celor de sorginte topologici.

In istoria stiintelor se constata frecvent ci dezvoltarea unui dome-
niu are loc prin studierea unor notiuni i probleme noi sau cu mijloace
inspirate din alte zdri. Aceastd fazd de expansiune este inlocuitd de
aspiratia catre restabilirea identitdtii sub tutela unor viziuni unifica-
toare. Urmeazd o perioada in care propriile rezultate sunt radiate spre
domenii mai mult sau mai putin apropiate, inapoind, cu dobanda, ceea
ce s-a primit. Pe acest traseu au aparut algebra omologica, care a per-
mis in anii 1950-1960 transferul unor idei si tehnici familiare topologilor
spre algebra comutativa, si combinatorica algebrici, prin intermediul
careia metodele algebrice au permis avansarea citre solutionarea uno-
ra dintre problemele de combinatoricid. Metodele algebrei omologice
sunt instrumente foarte puternice utilizate in studiul inelelor. Aici nu
putem decat ilustra succesul lor in trangarea unor chestiuni referitoare
la inele regulate.

Textul a servit studentilor inscrigi in anul I de studii aprofundate in
algebra gi geometrie pentru un curs de un semestru. Restrictii severe
de timp au impus o selectie riguroasi a notiunilor si rezultatelor, fiind
retinute doar cele strict necesare pentru conturarea unei viziuni corecte
st a unui bagaj de cunostintte temeinice, cu aplicabilitate imediata la
cursurile oferite in continuare. Rezultatele incluse si-au dobandit deja
atributul de | clasice®, servind la un studiu specializat in subdomenii
ale algebrei comutative sau geometriei algebrice. Sectiunile au o struc-
turd asemanatoare: definitiile sunt insotite de exemple. urmate apoi
de un studiu al stabilitdtii proprietitilor la operatiile uzuale din al-
gebra (imagine omomorfi. localizare, comportare in gir exact, extindere
polinomiald, transfer prin morfisme). Exercitiile sunt destinate fixarii
cunostintelor i nu sunt invocate ulterior in text.

Datoritd parcursului diferit, rezultat al optiunilor pe care le-au for-
mulat, studentii nu au o pregatire omogend, bagajul comun de cunos-
tinte reducandu-se la cele acoperite de programa de algebra a primi-
lor doi ani de facultate. Din acest motiv, majoritate rezultatelor au
demonstratii complete si detaliate, pentru care sunt suficiente cunogtin-
te de baza referitoare la localizare, produs tensorial gsi module plate. In
putinele cazuri in care o astfel de tratare ar fi necesitat pregatiri prea
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ample, demonstratiile au fost inlocuite cu trimiteri bibliografice precise
la surse acesibile.

Rezultatele sunt numerotate prin doud numere arabe: primul indica
sectiunea, iar al doilea numarul enuntului din sectiunca considerati. In
rarele cazuri in care au fost citate rezultate din capitolele anterioare, nu-
merele rezultatului sunt precedate de o cifrd romana ce indicd numarul
capitolului in care se afla enuntul invocat.

Toate inelele considerate in aceasta lucrare sunt considerate comu-
tative gi cu element unitate, iar morfismele de inele vor fi presupuse
unitare. Notatia F' < E inseamna ca F' este submodul al modulului
E. In particular, I < A inseamna ca I este ideal al inelului A. Relatia
de incluziune intre multimi este notatd X C Y, iar notatia X C Y
inseamnad ci incluziunea este strictd. Un inel A avand un singur ideal
maximal M este notat (A, M, K), unde K = A/M este corpul rezidual.
In sectiunile ce se referd doar la inele noetheriene sau la inele locale,
aceastd conditie este formulata la inceputul sectiunii respective si este
inclusd implicit in ipoteza fiecarui rezultat din acea sectiune.

Pe parcursul pregatirii cursului am beneficiat de sfaturile domnilor
profesori Lucian Badescu si Dorin Popescu, cirora le multumesc si pe
aceasta cale.
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CAPITOLUL 1

Module noetheriene si module artiniene

Galois a introdus ideea de a studia un obiect matematic (ecuatii
polinomiale) indirect, prin intermediul altei structuri (grupuri asoci-
ate). O paradigmi asemindtoare functioneaz cu mult succes in multe
alte contexte. Foarte fructuoasa s-a dovedit a fi considerarea relatiilor
de ordine pe multimi asociate obiectelor de interes. Pe aceastd idee
se bazeazi demonstratia elegantd si simpld datd de E. Noether faptu-
lui ca in orice inel comutativ in care nu exista siruri infinite de ideale
continute unul in altul, orice ideal este o intersectie finita de ideale pri-
mare. Acest punct de vedere a fost insusit in studiul modulelor peste
inele necomutative, al laticilor, dar si al spatiilor topologice.

1. Conditii de lanturi pentru inele si module

PROPOZITIE 1.1. Pentru un A-modul arbitrar E, urmdtoarele con-
ditii sunt echivalente:

(ACC) orice lan} ascendent de submodule Eg C E; C E, C ... este
stafionar, 1.e. enistd k € N astfel incat F,, = E, pentru orice
n>k,

(MAX) orice mulfime nevidd de submodule ale lui E confine un ele-
ment mazimal fatd de incluziune.

DEMONSTRATIE. Implicatia (ACC) = (M AX) o demonstram
prin reducere la absurd. Sa presupunem ci exista o mutime nevida £
de submodule ale lui E astfel incat £ nu are elemente maximale fata de
incluziune. Consideram E; € £. Atunci existd Ey, € L cu E; C E,, In
caz contrar E) ar fi element maximal, in contradictie cu presupunerea
facuta. Din acclagi motiv existd F3 € £ cu E, C E5. Astfel se pune in
evidentd un gir strict cresciator de submodule ale lui E, gir care nu este
stationar.

(MAX) = (ACC) Fie Ey C E, C E, C ... un sir ascendent de
submodule. In virtutea conditici (MAX), multimea £ := { E, },cN
contine un clement maximal Fy. Pentru n > k avem E; C E, (pentru
cd lantul este ascendent) si E,, € L, deci E,, = E}, altfel s-ar contrazice
faptul ca Ej este element maximal al multimii £. a

1
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2 1. MODULE NOETHERIENE $SI MODULLE ARTINIENE

Considerand pe multimea submodulelor ordinea opusa incluziunii.
se obtine:

PROPOZITIE 1.2. Pentru un A-modul arbitrar I, urmatoarele con-
difit sunt echivalente:

(DCC) orice sir descrescdtor Eq D Fy O Ey D ... de submodule este
stafionar,

(MIN) orice mulfime nevidd de submodule ale lui E confine un ele-
ment minimal fafd de incluziune.

DEFINITIE 1.3. Un A-modul E se numeste noetherian (resp. ar-
tinian) dacd indeplineste una dintre conditiile echivalente ale propo-
zitiei 1.1 (resp. 1.2). Un inel se numegte noetherian (resp. artinian)
daca este astfel privit ca modul peste el insusi.

Reamintim ca un modul F este numit finit generat daca exista x,,

. Zn € E, n € N, astfel incat £ = Y__, Az,. Notiunea duali este
definitd folosind dualitatea dintre suma si intersectia de submodule.

DEFINITIE 1.4. Un A-modul E se numeste finit cogenerat daca
pentru orice familie de submodule (E))aex cu n E\ = 0 exista o parte
finitd I' C A astfel incat [ ] E, = 0. reA

yer

Dualitatea este mai putin misterioasa dupa ce vom vedea ca pro-
cedeul cel mai simplu de a construi un lant ascendent cste sia facem
suma unor submodule, iar pentru a produce un lant descendent este
firesc sd considerdm intersectia a tot mai multe submodule.

EXEMPLE. 1. Z-modulul Z este finit generat (un sistem de gene-
ratori constd doar din elementul unitate), dar nu este finit cogenerat

intrucat N{pZ : p prim } = 0 i

(»Z=pp2--pZ

=1
pentru orice numere prime py, ..., p,. 11 > 1.

2. Fie K un corp. Un K-spatiu vectorial este finit generat daca
si numai dacd este de dimensiune finita. daca gi numai daca este finit
cogenerat.

PROPOZITIE 1.5. Pentru un A-modul arbitrar I, urmdatoarele con-
difii sunt echivalente:

(1) E este A-modul finit generat,

(i1) pentru orice familie de submodule (E))aca astfel ca ZE,\ =F
AEA

eristd o parte finita ' C A astfel incat quer E =L
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1. CONDITII DE LANTURI PENTRU INELE ST MODULE 3

DEMONSTRATIE. (i) = (/) Fie o familic de submodule (E))xea
astfel ca 3, | Iy = E. Sc considera un sistem finit de generatori xy,
L ])(‘l]fl'li E. Ficcare rg se scrie ca o suma finitd de elemente nenule
Yk; € I, pentru j parcurgand o multime finitd A;. Strangem in I’ toti
indicii submodulelor din familia considerata care contin componentele
yk; ale generatorilor modulului E: T := AU ... UA,. Este clar cd
[ este o parte finita a lui A §i cd orice element din E este combinatie
liniara de 2y, deci g1 de yyy.
(i1) = (i) Se considerd familia de submodule (Az),cg ale lui E.
d

TEOREMA 1.6. Urmatoarele afirmatit sunt echivalente:
(i) E este A-modul noetherian,
(12) orice submodul al lui E este finit generat,
(111) pentru orice familie nevida de submodule (E))xea existd o parte

finité T' C A astfel incit » Ey =Y Ej.

YyeT AEA

DEMONSTRATIE. (1) = (47) Sa presupunem ca existd un sub-
modul F' al unui modul noetherian F care nu este finit generat. Atunci
pentru orice xy, ..., x, € F, n € N, avem Az, +---+ Ax, C F, deci

n

existd T4 € F Ar;. Inductiv se construieste un lant ascendent
+ 3

i=1
nestationar de submodule ale lui F, deci i ale lui E.
(1) == (i7i) Se aplicd propozitia 1.5 A-modulului ZE,\.
A€EA
(111) = (1) Daca Ey C Ey C E; C ... este un lant ascendent de
submodule ale lui E, exista & € N astfel incat

k
ZE,,:ZEi:Ek.
=0

n>0

Rezulta E,, C Ei peutru toti n > k. Cum incluziunca inversa are loc
1 = k =

pentru ca F,, formeaza un lant crescator fatd de incluziune, rezulta ca

lantul considerat este stationar. O

Rezultatul corespunzitor pentru module artiniene este urmatorul:

TEOREMA 1.7. Urmadatoarele afirmagit sunt echivalente:

(1) E este A-modul artinian,
(it) orice modul cat al lui E este finit cogenerat,
(vi1) pentru orice familie nevida de submodule (Ey) ea ezistd o parte
finita T C A astfel incat (V,cp By = Nhes Ex-
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4 1. MODULE NOETHERIENE $SI MODULE ARTINIENE

DEMONSTRATIE. Echivalenta dintre prima si ultima conditic se
demonstreaza ca si in cazul noetherian.
(i) = (111) Fie F := mE,\ sip : E — E/F surjectia canonica.
Intrucat A€A
(p(Ex) =p([ ) Ex) =p(F) =0,
xeA Y
iar modulul cat F/F este finit cogenerat conform conditiei (i¢), de-
ducem ci existd o parte finitd I' C A pentru care () - p(E,) = 0.
Ultima relatie este echivalentd cu [ o Ey = [ycp En-
(tit) = (i) Fie G < E, F := E/G, p : E — F surjectia
canonicd §i (F))xea 0 familie nevida de submodule ale lui F cu (¢, Fr =
= 0. Considerand preimaginile E) := p~!(F)), avem

n E,\ = p_l(m F)‘) ZP_I(O) =G .

AEA AEA
Conditia (u7i) asigurd existenta unei parti finite I' C A pentru care
G =(),er £y De aici rezultd

ﬂ Fv:ﬂP(Ev)=P(ﬂ E,)=p(G)=0.

ver yel ~er

g

TEOREMA 1.8. Fie 0 — E' L5 E 25 E" —5 0 un sir ezact de
A-module. Atunci E este modul noetherian (resp. artinian) dacd g1
numai dacd E' gi E" sunt module noetheriene (resp. artiniene).

DEMONSTRATIE. Vom demonstra numai echivalenta afirmatiilor
referitoare la noetherianitate, restul demonstratiei fiind similar.

S& presupunem cd E este modul noetherian. Daca E; C E] C
C F) C ... este un lant ascendent de submodule ale lui £, atunci
(f(E}))n>0 oste un lang ascendent de submodule ale modulului noc-
therian E. Asadar, exista k € N astfel incat f(E]) = f(£}) pentru
toti n > k. Morfismul f fiind injectiv, avem E! = f~'(f(E!)) pentru
orice i € N. Prin urmare, E/ = E} pentru n > k. Cum lantul as-
cendent (£} ),>o a fost arbitrar, conchidem ca E' indeplineste conditia
(ACC).

Pentru fiecare lant ascendent (E),>o de submodule ale lui E”,
lantul ascendent (g~ '(E7))u>o0 de submodule ale lui E' este stationar.
Cum g cste surjectivd, avem g(g~'(E!)) = E! pentru toti n € N. De
aici se deduce rapid ca lantul considerat in E” este stationar.

Pentru reciproca, se considerd (E,),>o un lant ascendent de sub-
module ale lui £'. Preimaginile modulelor F; prin f, resp. imaginile lor
prin g, formeaza lant ascendent pe modulul noetherian E”, resp. E’.
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1. CONDITII DE LANTURI PENTRU INELE $1 MODULE )

Acestea stationeaza: fU(E,) = [~ si g(F,) = g(Ex) pentru toti
n > k. unde b a fost convenabil ales. Vom arata ca E,, = Iy pentru
n>k.

Fic + € E,. unde n > k. Din g(z) € ¢(E,) = g(E\) rezultd
ca exista y € FEy astfel ca g(y) = g(r). Atunci v —y € ker g =
=Im f. Asadar, existi z € E' cu f(z) =r -y € E, + Fx = E,. Deci
z € f7YE,) = fU(Ey), astfel cd 2 —y = f(z) € Er. Prin urmare
r=(z—-y)+y€ Ex O

COROLAR 1.9. Un modul izomorf cu un modul noetherian (resp.
artinian) este noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Se aplicd teorema sirului exact
0—0—F—>F—0.
O

COROLAR 1.10. Suma directd a unei familii finite de module este
modul noetherian (resp. artinian) dacd g1 numai dacd fiecare membru
al familiei are aceeast proprietate.

DEMONSTRATIE. Se rationeazi prin inductie dupa cardinalul fami-
liei folosind sirul exact canonic

0 —FE, — 0 E — @& E,—0.
O

COROLAR 1.11. Orice modul finit generat peste un inel noetherian
(resp. artinian) este modul noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Un modul generat de n elemente este izomorf
cu un cat al A-modulului A", care este A-modul noetherian (resp.
artinian) conform rezultatului precedent. Apoi se aplica teorema 1.8.

d

COROLAR 1.12. Daca A este un inel noetherian (resp. artinian) i
I este un ideal al sau, atunci A/I este inel noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Conform teoremei 1.8, /I este 4-modul noe-
therian (resp. artinian). Apoi se tine cont ca orice ideal al inclului 4/7
este A-modul. (]

Ambele proprietdti se comporta bine la localizare.

PROPOZITIE 1.13. Dacd E este un A-modul noetherian (resp. ar-
tinian) si S este un sistem multiplicativ inchis in A, atunci S™'E este
St A-modul noetherian (resp. artinian).
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6 1. MODULE NOETHERIENE §1 MODULE ARTINIENE

DEMONSTRATIE. Aser(iunea rezulta din binecunoscuta corespon-

dentd dintre S~ A-submodulele lui ST'E i A-submodulele lui E care
O

sunt S-saturate.

EXEMPLE. 1. Orice inel finit este noetherian gi artinian pentru ca
existd doar un numar finit de ideale.

2. Orice corp este inel noetherian si artinian, avand doar doua
ideale.

3. Orice inel principal este noetherian. Un inel principal este ar-
tinian dacd gi numai daca este corp. intr-adevér, daca p # 0 este ge-
neratorul unui ideal maximal, sirul descrescitor de ideale (p) D (p?) D
O (p?) O ... nu este stationar—in caz contrar rezultand existenta unui
numdr natural n > 0 si a unui element a al inelului astfel ca p™ = ap™*!,
ceea ce implicd p inversabil.

4. Un spatiu vectorial V este modul noetherian daca si numai
dacd este modul artinian, daca si numai daca are dimensiunea finita.
Dacd (z,),cN este o familie liniar independenti de elemente ale lui V,
pentru n € N se considerd subspatiile vectoriale V,, si W,, generate de
elementele cu indici < n, respectiv > n. Atunci (V,),cn este un lang
ascendent nestationar, iar (W,,), cn este un lant descendent nestationar.
Dacd V este finit dimensional, se folosegte exemplul 2 si corolarul 1.11.

5. Pentru K corp, KNsi K[X,,X,,...,X,,...] nusunt inele noethe-
riene. Afirmatia referitoare la KN este consecintd a exemplului 4. Pen-
tru inelul de polinoame intr-o infinitate de nedeterminate se observa,
de pilda, cd lantul constand din idealele gencrate de primele n variabile,
n =1, 2, ..., nu cste stationar. .

6. Pentru p numadr prim se defineste I, 1= { P% € Z,neN}sgi

Zp< = H,/Z. Atunci Zy~ cste Z-modul artinian, dar nu noctherian,
Pentru a demonstra aceste afirmatii, consideram G un subgrup propriu
al Tui Z,~ gt observam ca existd n € N astfel incat ¢ este generat
de clasa lui 1/p". Rezultd ca dacd G = p~*Zy~ §i G' = p~'Zy~ cu
s,t € Ny atunci G’ < G daca si numai daca t < s. Prin urmare, laticea
Z-submodulelor Tui Z,~ este bine ordonata relativ la incluziune, adica
indeplinegte conditia (A/1.V). Cum multimea numerelor naturale nu
satisface conditia lanturilor ascendente, tragem conclizia ¢ Zp~ nu
are proprietatea (ACC).

7. In notatiile exemplului precedent, H, nu este Z-modul artinian
gl nici noetherian, pentru ca existd un sir exact de grupuri abeliene
0 —2Z— H), — Zyx — 0.
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1. CONDITII DE LANTURI PENTRU INELE ST MODULE i

8. Un subinel al unui inel noctherian (resp. artinian) nu are
neapdrat aceeasi proprietate. De pilda, inelul de polinoame intr-o in-
finitate de nedeterminate de la exemplul 5 este subinel al corpului sdu
de fractii.

Rezultatul care urmeaza aratd cd proprietatca unui inel de a fi
noetherian se transferda la inelul de polinoame intr-o variabila. Ast-
fel putem da noi exemple de inele noetheriane.

TEOREMA 1.14. (Teorema bazei a lur Hilbert) Daca A este inel
noetherian, atunci inelul de polinoame A[X] este incd noetherian.

DEMONSTRATIE. Ardtdm cd dacd A[X] nu este inel noetherian,
atunci nici A nu este. Fie I un ideal in A[X] care nu este finit ge-
nerat. Alegem f, € I un polinom nenul de grad minim printre ele-
mentele lui /. Intrucat I nu coincide cu idealul generat de f;, e-
xistd f, € I'\ fiA[X]. Alegem un polinom f, de grad minim intre
toate polinoamele cu aceasta proprietate. Repetand constructia, se
obtine un sir de polinoame (f,),>1 cu f, un polinom de grad minim
din I'\ (f1,...,fn1)A[X], n > 1. Notidm cu d, gradul lui f, §i
cu a, coeficientul siu dominant. Din alegerea polinoamelor rezulta
dy < dy < ... Ardatdm cd lantul de ideale a;4 C (aj,az)d C
este strict crescidtor. Sa presupunem contrariul. Atunci existd k € N,
k > 1, astfel incat (a;, ay,...,ar)A = (a1, as,. .., ak, aky1)A sau echiva-
lent aryy = aiby + -+ + apby pentru niste clemente b, € A. Atunci
polinomul

k
9= fr41 — ZbiXd"“_d’fi
i=1
are gradul < dy, 1, este din idealul considerat I, dar nu apartinc idealu-
lui generat de fy, ..., fi. Existenta unui astfel de polinom contrazice

g

alegerea lui fyy.

Reciproca este valabild pentru ci dacd A[X] este inel noctherian,
atunci A >~ A[X]/(X) este A[X]-modul noctherian, deci inel noctherian
conform corolarului 1.12.

Pentru a formula consecinte importante ale acestui rezultat funda-
mental in algebra comutativd, reamintim urmatoarele notiuni. Daca
u 4 — B este un morfism unitar de inele comutative, B va fi numit
A-algebra de morfism structural u. Pe grupul abelian (B, +) subiacent
inelului B se introduce o structura de A-modul prin restrictia scala-
rilor via morfismul u, inmultirea exterioara fiind definitd prin formula
a-r=u(a) -z,a € A, x € B, unde inmultirea din partea dreapta este
inmultirea internd cu care este inzestrat inelul B. In cazul in care u este
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8 1. MODULE NOETHERIENE S1 MODULE ARTINIENE

injectiv. identificand pe A cn imaginea sa prin u. putem presupune ca
A este un subinel al lui B g1 cd u este morfismul de incluziune 4 C B.
Spunem 1n acest caz ca B este o extindere a inelului A.

Pentru 2y, ..., z, € B arbitrare se noteaza cu Az, ..., x,] cel mai
mic subinel al lui B care contine elementcle alese si u(.4). Din pro-
prictatca de universalitate a algebrei polinoamelor rezulta ci aplicatia
a : A[Xy, ..., X, — B definitd prin evaluarca f — f(x,...,1,)
este unicul morfism de inele astfel incat a(X;) = x;, 1 < i < n, si
a(a) = u(a), a € A. Este clar ca

Alzy,. .,z =Ima={f(z),...,z,) : f€AX,....,Xa]}.

Se spune ca morfismul de inele u : A — B cste de tip finit sau ca
B este o A-algebra de tip finit sau cd B este o A-algebra finit generata
dacd existd ,, ..., ¥, € B, n € N, astfel incat B = A[z,,..., z,]. In
acest caz, 1), ..., T, se numegte sistem de generatori ai A-algebrei B.
Din cele de mai sus rezultd cd B ~ A[X,,..., X,]/] pentru un ideal
I in inelul de polinoame A[X),..., X,]. Se spune cid morfismul u este
finit sau ca B este o A-algebra finita daci B este A-modul finit generat.

PRrROPOZITIE 1.15. Fie A un inel noetherian (resp. artinian) i B
o A-algebra finita. Atunci B este inel noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Conform corolarului 1.11 B este un A-modul noe-
therian (resp. artinian). Cum orice ideal al lui B este si un A-submodul
al lui B privit ca A-modul, laticca idealelor lui B satisface conditia

(ACC) (resp. (DCC)). O

Arce loc si o reciproca partiald a acestui rezultat:

TEOREMA 1.16. (Eakin-Nagata-FEisenbud) Daci A este un subinel
al lui B astfel incat B este o A-algebra finitd via morfismul incluziune
A C B, war B este inel noetherian (resp. artinian). atunci A este inel

noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRATIE. Pentru o demonstratic a afirmatici referitoare la
noetherianitate trimitem la [3. teorema 8.10]. Cazul artinian se gseste

in [10]. O

ProrozITIE 1.17. Fie A un el noctherian si B o A-algebra de
tip finit. Atunct B este un inel noetherian.

DEMONSTRATIE. Inelul B este izomorf cu un inel factor al inclului
de polinoame peste A Intr-un numar finit de nedeterminate. Un inel
de forma A[X|, ..., X,] este noetherian conform teoremei bazei a lui
Hilbert. Demonstratia se incheie folosind corolarul 1.12. U
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2. MODULE DE LUNGIME FINITA 9

EXERCITIL

1. Fie E un A-modul. Aritati ca urmatoarele conditii sunt cchiva-
lente:

(1) E este modul noctherian,
(71) conditia (ACC) este satisfacutd pentru submodulele finit ge-
nerate ale lui F,

(741) orice modul cat al lui E' este noetherian.

2. Un inel este noetherian daca gi numai daca orice ideal prim este
finit generat.

3. Daca un inel are proprietatea ca orice ideal maximal al siu este
finit generat, rezulta ca inelul este noetherian?

4. Inelul de serii formale intr-o variabild cu coeficienti intr-un inel
noctherian este inel noetherian.

5. Fie E' un A-modul si f un A-endomorfism al sau.

a) Dacd E este modul artinian, atunci existd un numdr natural
nenul n astfel incit £ = Im f"+ker f*. Deduceti cid f este monomor-
fism dacd si numai daca este automorfism.

b) Daca F este modul noetherian, atunci existd un numar natural
nenul n astfel incat Im f* N ker f* = 0. Asadar, f este epimorfism
daca gi numai daci este automorfism.

6. Orice epimorfism al unui modul finit generat este automorfism.

2. Module de lungime finita

Pani acum am studiat in paralel noetherianitatea gi artinianitatea
modulelor, ghidati de dualitatea existentd intre cele doud proprietati.
Am demonstrat cateva proprietati ale modulelor noetheriene care nu au
corespondent in cazul artinian. In aceasta scctiune ardtam ca prezenta
simultana a celor doua proprietati are consecinte importante, con-
ducand la o generalizare a notiunii de spatiu vectorial de dimensiune
finita.

DEFINITIE 2.1. Un lant finit de submodule

O=FE,CFE,_,C..CE,CEy=F (1)

se numeste filtrare finita sau serie normald a lui E. Numdrul n sc
numeste lungimea seriei, iar modulele factor E;_/FE;, 1 < i < n, poarta
numele de factori.

O seric normala este numita serie Jordan-Holder sau gir de compo-
zifze pentru E daca factorii sdi sunt module simple (z.e. E;_,/E; nu
are submodule proprii oricare ar fi 7, 1 < ¢ < n). Echivalent, o serie
normald saturatd (Intre ai cirei termeni nu mai pot fi introduse alte
submodule).
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10 1. MODULE NOETHERIENE $I MODULE ARTINIENE

Prin conventie, modulul nul admite un gir de compozitie de lungime
zero.

PROPOZITIE 2.2. Un modul E are un sir de compozifie dacd s
numat daca E este modul noetherian $i artinian.

DEMONSTRATIE. Sa presupunem ca E are un gir de compozitie de
lungime n. Rationam prin inductie dupi n. In cazul n = 0, E este
modulul nul si nu avem nimic de demonstrat. Dacd n = 1, atunci
E este un A-modul simplu, care evident este noetherian gi artinian.
Presupunem ca orice A-modul care are un gir de compozitie de lungime
cel mult n, n > 1, este noetherian si artinian, iar £ admite un gir de
compozitie 0 = E,,, C E, C ... C E; C Ey = F de lungime n + 1.
Atunci E| are un sir de compozitie de lungime n, deci conform ipotezei
de inductie, F; este modul noetherian si artinian. Cuin E/E; este
modul simplu, aplicand teorema 1.8 sirului exact

0—E,—FE—FE/E, —0

se obtine cd E este noetherian si artinian.

Demonstram reciproca. Multimea tuturor submodulelor nenule ale
modulului artinian F are un element minimal F,. Se obscrva ca F, este
modul simplu, altfel s-ar contrazice minimalitatea sa. Dacd E # E),
se rationeazi la fel pentru modulul artinian nenul E/FE,, obtinandu-se
existenta unui submodul E; al lui E avand proprietatea ci Ey/E)| este
modul simplu. In acest mod se gasegte un lant ascendent 0 C E| C
C E, C ... de submodule ale modulului noetherian E. Acest lant este
stationar conform conditiei (ACC). Pe de altd parte, din modul de
alegere a submodulelor E; rezultd ca ultimul termen din lant nu poate
fi decat intreg modulul E. O

LEMA 2.3. Un A-modul nenul E este simplu dacd si numar dacd
existd un ideal mazimal M astfel incat E ~ /M.

DEMONSTRATIE. Corpul A/Af neavind ideale diferite de zero i de
el insusi, inseamna cd A-modulul A/M este simplu pentru orice ideal
maximal Al. Reciproc, sa presupunem ca £ ceste un modul nenul si
simplu. Pentru x € F, x # 0, Az este un submodul nenul al lui .
Prin urmare, £ = Azr, deci exista un morfism surjectiv p : 4 — F
definit prin asocicrea a — ax. Din teorema fundamentala de tzomor-
fism pentru module rezulta ca nucleul A/ := ker p satistace A/M ~ E.
Dacd M nu ar fi ideal maximal, atunci A/A/, deci si E. ar contine un
submodul nenul, contradictie. O

DEFINITIE 2.4. Se spune ca A4-modulul E are lungime finitd daca
existd majorare pentru lungimile tuturor seriilor normale.
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2. MODULE DE LUNGIME FINITA 11

TEOREMA 2.5, (Jordan-Holder) Daca exista un sir de compozifie
pentru I, atunct E are lungime finitd gt toate sirurile sale de compozifie

au aceeast lungime.
DEMONSTRATIE. Fie
O=FE,CE,.,C..CE,CEy=F (2)

un gir de compozitie de lungime minima pentru £. Vom ardta prin
inductie dupa n c¢a orice serie normala a lui £ are lungimea cel mult
n. In particular. orice alt gir de compozitie are lungimea mai micd
sau egali cu n. In virtutea alegerii girului de compozitie 2), rezultd
concluzia anuntata.

Teorema cste evidentd pentru n < 1. Presupunem cd n > 1 si ca
asertiunca este valabili pentru modulele care au un sir de compozitie
de lungime mai mica decat n. Fie0=F, Cc F,, C...ChC kK =FE
o serie normala arbitrard a lui E. Daca F; C Fy, aplicind ipoteza de
inductie lui £ se obtinet—1 < n—1. Dacid Fy € F,, atunci E,+F} = FE
deoarcce F/FE) este modul simplu. Din teorema de izomorfism pentru
module avem

E _E+F @ F

E,  E T ENF’
Rezultd ca F|/(E) N F}) este modul simplu. Intrucat E, are o serie de
compozitie de lungime n — 1, din ipoteza de inductie se obtine ca in
submodulul sdu propriu E; N F} toate seriile normale au lungimea cel
mult n — 2. Folosind faptul ca Fy/(E, N F}) este simplu, se deduce cd

Fy are o serie de compozitie de lungime < n — 1. Agadar, si in acest
O

caz avem t — 1 <n — 1.

In virtutea teoremei Jordan-Holder, urmatoarea definitie are sens:

DEFINITIE 2.6. Maximul lungimilor seriilor normale dintr-un modul
E in care exista gir de compozitic poarta numele lungimea modululus
E. Notatia consacratd este [1(F). Daca nu exista pericol de confuzie,
sc omite mengionarea explicita a inelului.

Din demonstratia teoremei Jordan-Holder se constatd ¢d 4 (E) este
cgala cu lungimea oricirui gir de compozitie. Cunogtintele referitoare
la modulele noctheriene g1 artiniene ne permit sa aratam ca lungimea
este o functic aditiva pe multimea modulelor de lungime finita.

PROPOZITIE 2.7. Fie datd o serie normald (1) pentru E. Atunci
E are lungime finitd dacd i numai dacd F;_1/FE; are lungime finitd

n

pentrui= 1.2, ..., n. Dacd (F) < oo, atunci [(E) = Zl(Ei_l/Ei).

=1
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12 1. MODULE NOETHERIENE SI MODULE ARTINIENE

DEMONSTRATIE. Este suficient sa justificim afirmatiile pentru
n = 2, cazul general rezultand apoi ugor prin inductie. Asadar, pre-
supunem cd {(E) < co i cd 0 = E, C E| C FE este o serie normali,
pe care o rafinAm pana la un sir de compozitie. Modulele din acest
sir de compozitie situate intre F; gi F' (resp. E» §i E)) induc un sir
de compozitie pentru E/E; (resp. E)). Evident are loc relatia [(F) =

Pentru implicatia reciproca, presupunem ci E/F; si F; sunt module
de lungime finitd. Obtinem un sir de compozitie pentru E prelungind
un sir de compozitie pentru E); cu preimaginile in £ ale modulelor

dintr-un gir de compozitie al lui E/F). O

COROLAR 2.8. a) Orice submodul §i orice imagine omomorfd a unui
modul de lungime finitd are lungime finitd.

b) O sumd directd finitd de module de lungime finitd are lungime
finitd si lungimea sa este suma lungimilor sumanzilor.

Rezultatul care urmeaza aratd ci notiunea de modul de lungime
finita este o generalizare a notiunii de spatiu vectorial finit-dimensional.

PROPOZITIE 2.9. Fie V un spatiu vectorial peste un corp K. Urma-
toarele afirmafit sunt echivalente:
1) dimg (V) < oo,

(2)

(17) V este un K-modul de lungime finitd,
(it7) V este un K-modul noetherian,

(iv) V este un K-modul artinian.

Daca una dintre aceste conditii este indeplinita. atunci are loc egalitatea

dimg (V) = g (V).

DEMONSTRATIE. Din propozitia 2.2 stim deja ca (iii) si (1v) sunt
consccinte ale conditiei (i¢). Pentru a arita ca (i) implica (i7), se
considerd o baza ey, ey, .... ¢, pentru V7. Spatiile vectoriale 1, :=
= Ke, +---+ Key, 1 <t < n, constituie un gir de compozitie pentru
V. Prin urmare, V" este un K-modul de lungime finita. Implicatiile
(1i1) = (1) §i (iv) = (i) au fost stabilite in exemplul 4. a
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3. DESCOMPUNERE PRIMARA IN MODULE NOETHERIENE 13

ExXERrCITII

1. Daca F) si Iy sunt submodule ale unui modul £ de lungime
finitd, atunci I(E£) + Ey) + 1(E\ N EY) = 1(E}) + [(Ey).

2. Fie F un modul de lungime finita n i f un endomorfism al lui
E. Sa se arate ca E este suma directd interna dintre Im f™ si ker f™.

3. Un modul nenul E se numeste indecompozabil daca singurii sai
sumanzi directi sunt modulele improprii 0 gi E. S3 se demonstreze ca
orice modul noetherian sau artinian se poate scrie ca o suma directa
finitd de submodule indecompozabile.

4. Fie f un endomorfism al unui modul indecompozabil si de
lungime finitd. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f estec monomorfism,

(17) f este epimorfism,

(1i1) f este automorfism,

(tv) f* # 0 pentru orice numdr natural n.

3. Descompunere primard in module noetheriene

Teoremele de descompunere a unui obiect in componente mai simple
sau cu anumite proprietati specificate ocupa un loc central in algebra.
Posibilitatea de a clasifica obicectele sau de a le manipula mai usor
este intotdeauna atragatoare. In aceastd sectiune se arati ci fiecare
submodul al unui modul noectherian este intersectia unei familii finite
de submodule primare. In forma actuald, demonstratia este influentata
de viziunea modernd, impusa de Bourbaki, si este susceptibila de a fi
parafrazatid pentru inele necomutative, in categorii sau latici.

3.1. Radicalul unui submodul.

DEFINITIE 3.1. Fie 1 un inel, T un ideal al sau, £ un A-modul si
F submodul al lui . NMultimea

(F:1)p:={r€F :are F pentru orice a € I} (3)
este numitd transportorul lus I in F. Multimea
(1" E)y:={e€ed:akl CF} (4)
este numitd cdtul lui F prin E. In cazul particular al submodulului
nul, (0: 1)y este numit anuvlatorul lui I in E si se noteazd Anny [.

Se verifica imediat ¢ (F : T)g este submodul al Ini E, jar (F': E) 4
este un ideal in A. Proprietitile de mai jos se justifica fara nici o
dificultate:

PROPOZITIE 3.2. Fie A un inel, I, J ideale, E un A-modul g1 F
submodul al lui E. Atunci: .

a) FC(F: 1),
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14 1. MODULE NOETHERIENE SI MODULE ARTINIENE

b) I(F: 1)y CF,
) (F:DNg:Ne=F :1))g=(F:J)g:1DEg,
d) pentru orice familie de submodule (F)\)xea ale lui E avem

(OB :Dp=)F:De,

AEA A€EA

e) pentru orice familie de ideale (Iy)yca ale lui A avem

(F:> L)pg=()F:L)e .

AEA A€EA
DEFINITIE 3.3. Numim raddcing a lut F' in E' multimea

Radg (F):={a€ A :Vz € E,IneN astfel caaz € F}. (5)

In particular, pentru orice ideal I notim Rad (/) = Rad4 (I). Se
verificd imediat ca Radg (F') este ideal in A care contine catul lui F
prin F. Alte proprietati sunt date in urmatoarea

PROPOZITIE 3.4. a¢) Radg (F) = A dacd §i numai dacd F = E,
dacd gi numai dacd (F: E)y = A.

b) Dacd F' C F sunt submodule ale lui E, atunci

Radg (F') CRadg (F) ¢t (E:F)AC(F:F')a.

C) RadE (F) = RadE/p (0)

d) RadE (Fl N F2 n...N Fn) = RadE (F]) Nn...N RadE (Fn)

PROPOZITIE 3.5. Pentru J si I ideale ale lut A sunt indeplinite
proprietafile:

a) Daca I C J, atunci Rad (I) C Rad (J).

b) Rad (Rad (I)) = Rad (I).

¢) Rad (I) = A dacd gi numai dacd I = A.

d) Rad(/J) = Rad(InJ) = Rad (/) N Rad (.J).

e) Rad (I + J) = Rad (Rad (/) + Rad (J)).

EXEMPLE 1. Fie n un numar intreg supraunitar. Atunci Rady (nZ)
este generat de produsul divizorilor primi ai lui n.

2. Radg, (0) = 0, Radg (0) = 0, Radg (Z) = 0.

3. Rady (/) ={a€ A :ecxistine Nastfel caa” €1}

Radacina idealului nul este formata din acele elemente a ale inelului
pentru care existd un numar natural n astfel ca " = 0. Prin urmare.
Rad (0) coincide cu idealul format din elementele nilpotente din inel,
ideal notat N(.4) si numit nilradicalul inelului.

DEFINITIE 3.6. Un ideal se numeste radical daca el coincide cu
radicina sa. Un inel este redus daca nu are elemente nilpotente nenule.
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3. DESCOMPUNERE PRIMARA IN MODULE NOETHERIENE 15

Orice ideal prim este ideal radical. Mai general. pentru orice ideal
prim P gi orice n > 1 avem Rad (P™) = P. Pentru orice inel . inelul
A/N(A) este redus.

PROPOZITIE 3.7. Dacd S este un sistem multiplicativ inchis in A,
atunct N(S™'A4) = S7IN(A). In particular, orice localizat al unui inel
redus este inel redus.

In repetate randuri vom folosi un rezultat cunoscut sub numele de
lemna lui Krull:

PRrorozITIE 3.8. (Lema lui Krull) Fie S un sistem multiplicativ
inchis ce nu confine 0 1 I un ideal disjunct de S. Atunci ezistd un
tdeal prim ce contine I g1 este disjunct de S. In particular, orice ideal
I # A este confinut intr-un ideal mazimal.

DEMONSTRATIE. Vom folosi procedeul de zornificare. Notdm cu
L multimea idealclor din A care nu taie S gi contin /. Prin ipoteza
L este nevidd. Vom demonstra cd £ ordonata cu relatia de incluziune
este mulfime inductiva. Fie J; C J, C ... un gir crescator de ideale din
L. Atunci J := U{J, : n > 1} este un ideal disjunct de S, contine
I, deci J € L. Din lema lui Zorn rezultd cd £ contine un element
maximal P. Vom arata cid P este ideal prim al lui A.

Fie b, c € A\ P astfel incat bc € P. Deoarece P+.4b gi P+ Ac contin
strict idealul P, din maximalitatea lui P ca element al lui £ decurge
(P+A)NS #Dsi (P+ Ac)NS # (. Explicit, existi s =p+ax € S
sit=q+bye S, cux,y€ Asip, g€ P. Prin calcul direct se gaseste
st = (pg + bpy + agx) + abzy € P. Cum S este inchisd la inmultire,
st € S, ceea ce contrazice faptul cd P si S nu au elemente in comun.

In cazul particular = 0 §i S = {1}, multimea £ definiti mai sus
consta din idealele distincte de intreg inelul. Prin urmare, elementele
sale maximale sunt exact idcalele maximale ale lui A. Ultima parte a
concluziel propozitiei rezultd folosind aceastd observatie pentru inelul
A/I si corespondenta dintre Spec A/I si Spec A. O

O alta proprictate utila este consemnata in urméitoarea lema.
LEMA 3.9. (Principiul local-global) Urmdtoarele conditit sunt echiva-
lente:
(i) E =0,
(i1) Ep = 0 pentru orice ideal prim P,
(ii7) Ear = 0 pentru orice ideal mazximal M.
DEMONSTRATIE. Singura implicatie care necesita justificare este

(7i7) = (7). Presupunem ci E este un modul nenul ce indeplineste
conditia (7). Se giseste v € E, z # 0, deci anulatorul sdu Ann,z
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este diferit de A. Conform lemei lul Krull, idealul Ann o este continut
intr-un ideal maximal M. Intrucat /1 € Ey; = 0. exista a € A\ M
cu ax = 0. Aceasta relatie aratd a € Ann, o C M, absurd. U

Rezultatul urmator arati ca proprictatea unui inel de a fi redus este
o proprictate locala.
PropPOZITIE 3.10. Urmatoarele afirmatin sunt echivalente:

(1) A este inel redus,
(1) Ap este inel redus pentru orice P € Spec A,
(1i1) Ap este inel redus pentru orice M € Max A.

DEMONSTRATIE. La demonstrarea implicatiei (ii7) = (i) se folo-
segte comutarea localizarii cu luarea nilradicalului si faptul cd un modul

este nul dacd si numai daca toate localizatele sale in ideale maximale

sunt nule. ad

PROPOZITIE 3.11. Fie A un inel $i I un ideal in A. Atunci Rad4(I)
este intersecfia idealelor prime din A care confin pe I.

DEMONSTRATIE. Tinand cont de relatia ¢) din propozitia 3.4 si
de bijectia dintre idealele lui A care contin pe [ si idealele inelului
A/I, este suficient si aratam ca nilradicalul unui inel A coincide cu
intersectia idealelor prime ale inelului.

Fie a un element nilpotent si n un numar natural astfel ca a™ = 0.
Pentru orice ideal prim P avem " € P, deci a € P. Asadar,

N(A) CN{P : PeSpecA}.

Pentru a demonstra egalitatea in aceastd incluziune, vom ardta ca
pentru @ € A\ N(.) se gaseste un ideal prim I care nu contine a.
Consideram sistemul multiplicativ S constand din elementul unitate
al inelului A si din putertle lui a. In conformitate cu alegerea I a,
S nu contine elementul nul. Proprietatea doritd rezultd din lema lui

Krull. g

DEFINITIE 3.12. Un ideal prim P se numeste ideal prim minimal
daca nici un ideal prim nu este continut strict in . Altfel spus. I’ este
un element minimal in multimea Spece A ordonata cu relatia de inclu-
ziune. Vom nota cu Min A4 multimea tuturor idealelor prime minimale
ale lui A.

Ardtam ca fiecare ideal prim contine cel putin un ideal prim mini-
mal.

LEMA 3.13. Pentru orice P € Spec A existd Q € Min 4 cu Q C P.
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3. DESCOMPUNERE PRIMARA IN MODULE NOETHERIENE 17

DEMONSTRATIE. Vom arata cd multimea
L:={Q€eSpecA:QCP}

ordonatd de incluziune este inferior inductiva (altfel spus, £ cu ordinea
duald este multime inductiv ordonatd). Daci P, O P, D ... este un
lant descrescator de ideale din £, notdim @ :=N{ P, : n > 1}. Evident
() este continut in orice P,, n > 1. Mai trebuie justificat faptul ci
idealul ) este prim. Fie a, b € A\ Q. Atunci existd numere naturale
s §i t pentru care a € P, b ¢ P,. Notand cu n cel mai mare dintre s
si t, din relatia P, = P, N P, rezultd cd a € P, si b ¢ P,. Prin urmare
ab &€ P,, si cu atat mai mult ab € Q. O

COROLAR 3.14. a) Radicalul unui ideal I este intersecfia idealelor
prime care confin pe I s1 sunt minimale cu aceastd proprietate.

b) Pentru orice modul E §i F' submodul al sdu, Radg(F) este inter-
secfie de ideale prime.

PROPOZITIE 3.15. Dacd I §i J sunt doud ideale astfel incat J este
finit generat gi confinut in Rad([), atunci I confine o putere a lui J.

DEMONSTRATIE. Fie by, ..., b, un sistem de generatori ai lui J.
Pentru fiecare indice « = 1, ..., n existd un numadar natural e; astfel
ca b* € I. Notiam s suma acestor exponenti gi ardtidm cd J* C I.
Un element arbitrar y € J* este o suma finitd de elemente de forma
Ty - Ts, cuz; € J, iar fiecare z; este o combinatie liniard cu coeficienti
din A de elementele b, ..., b,. Prin urmare z, - - -z, este suma unor

termeni de forma cb{"' ---b%", unde ¢ € A s§i u,, ..., u, sunt numere
naturale cu suma s. Pentru cel putin un indice j avemn u; > e;, deci
toate produsele ce apar in scricrea lui =, - - -z, sunt din 1. O

Aplicand acest rezultat pentru I ideal arbitrar al unui inel noethe-
rian gi .J = Rad([]), se obtine:

COROLAR 3.16. Orice ideal al unui inel noetherian confine o putere
a radicalului sdu.

ProrozITIE 3.17. Fie 0 — E' Iy E S E 50 un gir exact
de A-module, F un submodul al lui E, F" := g(F) ¢t F' .= f~'(F).
Atunci

Radg(F) = Radp (F') N Radg: (F") .

DEMONSTRATIE. Fie a un element arbitrar al intersectiei de ideale
din membrul drept. Rezultd cd pentru orice z € E existd numérul
natural in astfel incat g(a™z) = a™g(x) € F". Asgadar, existi y € F
pentru care a™x —y € E'. Pe de alftéfparte,'_'existé un numar natural

N
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18 1. MODULE NOETHERIENE I MODULLE ARTINIENE

t astfel ca a'(a™z — y) € F', deci a”*'x € F. Relatia fiind valabili
pentru orice £ € E, conchidem ca

RadE:(F') N RadE':(F”) g Rﬂd[.;(}?) .
Incluziunea contrara se verificd asemanétor. O

PROPOZITIE 3.18. Fie S un sistem multiplicativ inchis in A, E' un
A-modul siu: A — S7'A, v: E — S'E morfismele canonice.
a) Dacd F este un A-submodul al lui E, atunci

S‘lRadE(F) g RadS—IE(S_lF) .
b) Dacd F' este un S~'A-submodul al lui S™'E, atunci
u"!(Radg-1g(S™'F')) = Radg(v™'(F')) .

DEMONSTRATIE. a) Fie b € S~'Radg(F). Atunci b = a/s, cu
a € Radg(F) si s € S. Pentru un element arbitrar y = ¢/t € S7'F
cue € Fsit €S, existdi n € N astfel incat a"e € F. Prin urmare
b"y = ae/s"t € STF.

b) Pentru a € u~!(Rads-1g(S7'F')) si ¢ € E se giseste n € N
astfel incat v(a™e) = u(a)” - v(e) € F', astfel ci a”e € v™'(F'). Cum
e este arbitrar in E, se obtine a € Radg(v™'(F"')). Fie acum a din
Radg(v™!(F")) si e/s € ST'E. Conform definitiei, avem ac € v~ (F')
pentru un numir natural n convenabil. Atunci v(a"e) = u(a™)v(e) =
= u(a)-e/s's/1 € F', ccea ceinseamni a € u~'(Rads-1x(S~'F")). O

EXEMPLU. Incluziunea demonstratd la punctul a) poate fi stricta.
De pilda, pentru A = Z, S = Z\ {0}, E = Qsi F = Z avem
S‘lRadQ(Z) =S5"10=0, RadQ(S—IZ) = Radg(Q) = Q.

Conditii suficiente pentru realizarea egalititii sunt puse in evidenta
in urmatoarea

PROPOZITIE 3.19. Fic S un sistem multiplicatio inchus din inelul
A, E un A-modul si F un submodul al sdu. Atunci

S—l RadE(F) = Rads—llg(S_IF)

dacd una dintre urmdtoarele condifii este indeplinita:

a) E este un A-modul de tip finit.
B)dinse€ S, € F sisx € F rezulta x € F.

DEMONSTRATIE. In notatiile din propozitia 3.18. pentru a/s cle-
ment arbitrar din Radg-1g(S™'F) si orice e din F existd n € N astfel
incat (a/s)" - (e/1) € S™'F, deci ta”e € F pentru t € S convenabil. In
cazul B) rezultid imediat a”e € F, de unde a/s € S™'Rad.(F).
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3. DESCOMPUNERE PRIMARA IN MODULE NOETHERIENE 19

Presupunem in continuare indeplinita conditia «v). Consideram ey,
... ¢, un sistem finit de generatori pentru E. Pentru fiecare indice 7,

1 =1, ....r. exsti n;, € Ngit; € S astfel incat t;a™e; € F. Luand
n:=max{n, :i=1,.... r}sit:=[l_,t, scobtine ta"E C F i deci
ta € Rad(F). Asadar, a/s = at/st € ST'Radg(F). O

In continuare ardtim ci multimea idealelor prime ale unui inel are
in mod natural o structura de spatiu topologic. Aceastd topologie este
folosita intens in geometria algebrici.

Pentru orice ideal I al inelului comutativ si unitar A se noteazd

V(I):={P¢€ Spec A: ICP}.

PROPOZITIE 3.20. Aplicatia de la mulfimea idealelor lui A la mulfi-
mea pdrfilor lui Spec (A) definitd prin asocierea I v— V(I) are urmatoa-
rele proprietafi:

a) V(0) = Spec A, V(A4)=0;

b) dacd I C J, atunci V(J) C V(I);

c) pentru orice familie de ideale (I\)xcn avem

VIU ) =V_h) = V(D) ;

Y AEA Y

d) V(InJ) =V{J) =V{I)u V({J);

e) V(I) = 0 dacd si numai dacd I = A;

f) V{I) = V(Rad (I)).

Proprietdtile a), ¢) si d) permit si se defineascd o topologie pe
multimea Spec 4 In care multimile inchise sunt exact multimile de
forma V(7), pentru I un ideal in A. Aceasta topologie este numita
topologia spectrald sau topologia lui Zariski pe spatiul Spec A. In
continuare vom considera intotdeauna aceasta topologie pe multimea
idealelor prime ale inelului A.

Dacd X este o submultime a lui Spec (A4), notam

(X)=n{P:PeX}.
Evident I1(.\') este un ideal in 4, [(#) = A, iar
I %) = [ 1x)
reA AeA

pentru orice familic (X, )xea de submultimi ale lui Spec A. In particu-
lar, daca X C Y, atunci [(Y) CI(X).
PROPOZITIE 3.21. Fie I ideal in A gi X C Spec A. Atuncu:
a) V(I) este o multime inchisd in spatiul topologic Spec (A), iar
I(X) este un ideal radical al lui A.
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20 1. MODULE NOETHERIENE §I MODULE ARTINIENE

b) I(V(I)) = Rad(I), V(I(X)) = X, inchiderea mulfimii X in
topologia spectrald.

c) Aplicatiile 1 51 V definesc bijectii descrescdtoare, inverse una
alteia, intre mulfimea mulfimilor inchise ale lui Spec (A) ¢t
mulfimea idealelor radicale ale lui A.

DEMONSTRATIE. a) V(I) este multime inchisd in Spec A conform
definitiei topologiei spectrale. Am vazut cd pentru orice ideal I avem

Rad(I)=n{P: PeV()},

deci
Rad(I{(X))=n{P : (X)C P} .
Cum pentru orice @ € X avem I(X) C @, rezultd cd toate idealele
din X apar printre idealele prime prin intersectarea carora se obtine
Rad(I(X)). Altfel spus, Rad(I(X)) C I(X).
b) Din definitii i din propozitia 3.11 rezulta
(V({I)=n{P: PeV()}=Rad(l) .

Fie J un ideal al lui A astfel incit X C V(J), adicd J C P pentru
orice P € X. Atunci J C I(X) si din monotonia aplicatiei V rezultd
V(I(X)) C V(J). Pe de altd parte, X C V(I(X)). Conchidem ci
V(I(X)) este cea mai micd parte inchisi a spatiului Spec A care contine
X, adica V(I(X)) = X

¢) Consecinta directd a celor demonstrate anterior. O

EXERCITII.
1. Determinati nilradicalul inelului de polinoame (respectiv, serii

formale) intr-o nedeterminat cu coeficienti intr-un inel comutativ.
2. Caracterizati inelele In care nilradicalul este un ideal maximal

(respectiv minimal).
3. Pentru orice ideale [, J, K ale unui inel A au loc egalitatile:

Rad (I + JK) = Rad(I + (JNK)) = Rad(I + J)NRad (I + K) .

1. Daca (X))aey oste o familie de multimi inchise ale spatiului
topologic Spec A, atunci
I{([) Xx) = Rad () _1(X))) .
YN XeA
5. Dacd I i J sunt ideale in A, ardtati ca V(I) C V(J) < J C
C Rad (1) <= Rad (J) C Rad ({).
6. Sa se arate cd urmatoarele conditii sunt echivalente pentru un
spatiu topologic .X:
() orice doud multimi deschise nevide au intersectia nevida,
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(77) orice multime deschisia nevida a lui X este densi in Y.

(727) orice multime deschisa a lui X este conexd,

(7v) orice doud multimi inchise ale lui X', ambele diferite de X', au

reuniuneca diferitd de .X.

Un spatiu topologic X care indeplineste aceste conditii este numit ire-
ductibil.

7. Consideram spatiul Spec A inzestrat cu topologia spectrala.

a) Si se arate cd o submultime Y C Spec A este ireductibild daca
si numai dacd I (Y') € Spec A.

b) Spec A este un spatiu ireductibil daci si numai daci singurele
elemente e € Acue’ =esunte=0gie=1.

3.2. Suportul unui modul. O notiune importanta in algebra co-
mutativa este aceea de suport al unui modul.

DEFINITIE 3.22. Fie E' un A-modul. Multimea
Suppy F:={P €Spec A : Ep #0}

se numegte suportul lui E.

Intrucat Suppas A = Spec A, notiunea are semnificatie doar pentru
module. Cu ajutorul suportului se pot distinge modulele nule. Prin-
cipiul local-global poate fi reformulat astfel:

LEMA 3.23. Un modul este nul dacd $i numar daca suportul sdu
este mulfimea vida.

EXEMPLU. Supp, (A4/I) = V(I) pentru orice ideal I al lui A.

Intr-adevir, pentru P € Spec A avem echivalentele P € Supp, (4/1)
= (A/N)p £0<= Ap/IAp £ 0<= [Ap £ Ap<—= IN(A\ P) =
=0« IC P+ Pe V().

PROPOZITIE 3.24. Daci 0 — E — F — G —> 0 este un gir
exact de A-module, atunci Supp  F = Supp, EU Supp, G.

DEMONSTRATIE. Pentru orice ideal prim P avem sirul exact de
Ap-module 0 — Ep — Fp — Gp — 0, deci Fp = 0 daca si
numai daca Ep = 0si Gp = 0. O

PROPOZITIE 3.25. Dacd (Ex)aen este o familie de submodule ale
unut modul E, atunct

Supp (Z E)) = U Supp (E)) -
€A AeA

DEMONSTRATIE. Cum localizarea comutd cu sumele arbitrare de
submodule, pentru orice ideal prin P avem (E,\e‘\ EA)J, = 0 daca si
numai dacd (Ey)p = 0 pentru orice A € A. a
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COROLAR 3.26. Dacd (xx)aen este o familie de generator: pentru
A-modulul E, atunct

Supp E = U V(Anngy (z,)) .

A€A

In particular, daca E este A-modul finit generat, atunci Supp £ =
= V(Anny (F)) este o mulfime inchisd in topologia Zarisks.

DEMONSTRATIE. Reamintim ¢ Anng F = NyeaAV(Anng (z,)), iar
V(INnJ)=V({I)U V(J) pentru orice ideale I, J ale lui A. O

LEMA 3.27. (Lema de evitare a lui McCoy) Fiel < A g P, ...,
P, (n > 2) o familie de ideale dintre care cel mult doud nu sunt prime.
Dacd I este confinut in reuniunea idealelor Py, ..., P,, atunci I este
confinut intr-unul din aceste ideale.

DEMONSTRATIE. Rationam prin inductie dupd n. Daca n = 2 si
existd x; € I\ Py_;, 7 = 1, 2, atunci z; € P}, deci y := z, + 15 €
€ I C PLUP,. Rezulti ci y este un element al lui P;, sd spunem, incit
Ty =y — x; € Py, contradictie.

Presupunem acum cd n > 3 gi cd afirmatia a fost stabilitd pentru
orice familie cu proprietatile din enunt gi de cardinal strict mai mic
decat n. In plus, putem presupune I ¢ U{P : 1 <j#k<n}
pentru orice K = 1, ..., n (in caz contrar concluzia doritd decurge din
ipoteza inductivd). Alegand z, € INU{F; : 1 £ j# k < n}, avem
zr € Py pentruorice k = 1, ..., n. Cum n > 3, exista cel putin un ideal
prim in familia consideratd, sa spunem P;. Elementul ) + 2023 -1,
este din 7, dar nu din P, (intrucat x, € P, dar xyz3 - - -1, € P1) si nici
din Pr., k > 2 (deoarece @y & Py si zyx3-- -1, € Py). O

DEFINITIE 3.28. Pentru A inel comutativ gi unitar, intersectia tu-
turor idealelor sale maximale se noteaza J(A) si este numita radicalul
Jacobson. Un inel este local (resp. semilocal) dacd acest inel are un
singur ideal maximal (resp. un numér finit de ideale maximale).

Folosind lema de evitare gi corespondenta dintre idealele S-saturate
ale inelului A si idealele din S7'A, se obtine urmatoarca clasa de
exemple de incle semilocale:

LEMA 3.29. Daca Py, ..., P, (n > 1) sunt ideale prime incomparae-
bile doud cate doud fafd de incluziune 51 S :=({ A\P; : 1 =1,...,n},
atunci Max S™'4 = {S7!'P, : i1 =1,...,n}

Elementele din radicalul Jacobson se pot identifica gratie urmatoarei
caracterizari:
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LEMA 3.30. Fiex € 4. Atuncix € J(A) dacd $1 numai dacd 1 —ax
este inversabil in A pentru orice a € A.

DEMONSTRATIE. Dacd z € J(A) si existd a € A astfel incat
y = 1 — ax este neinversabil, rezultd cid idealul Ay este diferit de
A. Conform lemei lui Krull, exista un ideal maximal A ce contine Ay.
Din z € M si 1 — ar € M decurge contradictia 1 € Al.

Reciproc, dacd x ¢ J(A), inseamnd cd existd un ideal maximal M
astfel ca x € M. Deci M C M + Az gi maximalitatea lui M implica
M + Az = A. Prin urmare, se gdsesc a € A gi b € M astfel incat

= b+ az, relatie din care conchidem cd 1 — az este neinversabil, in
contradictie cu conditia din enunt. 0

LEMA 3.31. (Lema lui Nakayama) Dacd E este un A-modul finit
generat gi I un tdeal confinut in radicalul Jacobson astfel incat IE = E,
atunct E este modulul nul.

DEMONSTRATIE. Fie z1, ..., , (n > 1) un sistem minimal de
generatori pentru F. Intrucat multimea numerelor naturale este bine
ordonata, (i.e. orice submultime nevida are un cel mai mic element),
putem presupune cid E' nu poate fi generat de mai putin de n elemente.

Din z, € E = IE se obtine o reprezentare z, = a1x; + - -+ + a,T,
cuag;, €I (1 <i<mn) Atunci (1 —a,)z, = ayz, + -+ ap_1Tn-1 §i
cum 1 — a, este inversabil (a, fiind din J(A4)), inseamna ci generatorul
x, este superfluu. Cum sistemul de generatori a fost ales minimal, s-a
ajuns la o contradictie. O

Acest rezultat joacd un rol important in studiul inelelor locale,
dar are aplicatii surprinzatoare si in alte contexte. Mentionam cateva
consecinte ale sale.

COROLAR 3.32. Fie E un A-modul §i F un submodul cu E/F finit
generat. Daca I C J(A) s E=1E+ F, atunci E = F.

DEMONSTRATIE. Se foloseste lema lui Nakayama pentru A-modulul

finit gencrat E/F. O
COROLAR 3.33. Fie (A, M, K) un inel local si E un modul de tip
finat. Pentru xy, ..., x, € E, urmdtoarele afirmatit sunt echivalente:
(i) xy, .... 1, genereazd A-modulul E,
(77) clasele T,, ..., T, in EJ/MFE genereazd K -spatiul vectorial
E/ME.

DEMONSTRATIE. Implicatia (1) = (ii) este clard. Pentru re-
ciprocd se observa cd din conditia (#7) rezultd £ = ME+ Az, +- - -+ Az,
si sc aplicd rezultatul precedent. O
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LEMA 3.34. (Lema chinezd a resturilor) Fie Iy, .... I, (n > 2)
ideale astfel incat I; + I, = A pentru 1 < j < k <n. Alunci:

) L=]115
7=1 j=1

n
b) morfismul m : A — HA/I]-, a— (a+1,...,a+1I,), este
j=1
surjectiv g1 induce un tzomorfism

A/ nfj — H(A/fj)

DEMONSTRATIE. a) Evident, intersectia idealelor contine produsul
lor. Incluziunea inversd se obtine prin inductie dupa n. Daca n = 2,
atunci

11 012 = (11 + 12)([1 012) Q 11(11 ﬂ]g) + 12([1 012) g 1112 .

Presupunem acum n > 2 §i ca relatia este adevdrata pentru cel mult
n — 1 ideale comaximale doud cate doud. Observam ca I, + L = A,
unde L ;= I,---I,, = I,N...N I,_,. Intr-adevir, din I, + L # A
rezultd existenta unui ideal maximal M ce contine I, + L, in particular
avem [, ---I,_y C M. Atunci M contine un ideal [;, 1 < j < n. Cum
I, € M, se ajunge la contradictia A = I, + I, C M. Conform cazului
n = 2, avem

n n-—1 n—1 n
[[=n]]t=fhi=LoL=Ln(\L) ="
j=1 j=1 j=1 j=1

b) Acum ardtam cd pentru orice k, 1 < k < n. exista q; € ﬂ#,\_ I
astfel incat ax — 1 € I;. Pentru j # k existd b; € I si ¢; € I

cu suma 1. Atunci clementul a; := H#k ¢;j are proprietdtile dorite:
evident ay dpdl‘§m0 tuturor idealelor de indice diferit de &, iar ay — 1 =
= H]#k —-b)—-1¢€ ]k
Pentru (xy,...,2,) € 1 (A/1;) considerdum cate un reprezentant
1 1
b; pentru r; (1 g J < n) 31 punem r = a;b; + --- + a,b,. Pen-
tru fiecare & = 1, ..., n avemn b(ax — 1) € I si a;b, € Iy pentru

1 <j#k<n,decix— b €I Altfel spus, morfismul 7 este surjec-
tiv. Din definitia produsului direct rezulta ca nucleul lui 7 coincide cu
produsul idealelor I, care nu este altceva decat intersectia lor conform
punctului a). Demonstratia se incheie aplicand teorema fundamentala

de izomorfism pentru incle. ()
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ProrozITIE 3.35. Dacd E g1 F sunt module finit generate peste
inelul noetherian A, atunci Supp (E ®4 F) = Supp E N Supp F.

DEMONSTRATIE. Primul pas constd in reducerea la cazul local.
Aici este simplu datorita comutarii localizarii cu tensorizarea:

(E®s F)p~ Ep®a, Fp pentru orice P € Spec A .
Apoi se aplica urmaitorul rezultat. O

LEMA 3.36. Dacd FE gi F sunt module nenule de tip finit peste un
inel local noetherian (A, M, K), atunct E®4 F # 0.

DEMONSTRATIE. Pornim de la o prezentare F ~ A™/G cu n un
numdr natural §i cu G un submodul al lui A™. Imaginile lui G' prin
proiectiile canonice ale lui A™ pe sumanzii sai directi sunt submodule
ale lui A, adici ideale. Nu se poate ca toate aceste ideale sa coincida cu
A, pentru ci atunci ar rezulta F' = 0. Obtinem prin urmare un morfism
surjectiv I —» A/I cu I ideal diferit de intreg inelul. Morfismul
E®4F — FE/IF indus prin tensorizare cu F este inca surjectiv. Daca
sursa sa ar fi modulul nul, atunci ar rezulta F = I E, ceea ce, conform
lemei lui Nakayama, ar conduce la concluzia E = 0, in contradictie cu

ipoteza. O

3.3. Ideale prime asociate unui modul.

DEFINITIE 3.37. Fie A un inel si £ un A-modul. Un ideal prim
P din A se numeste asociat lui F daci existd z € E astfel incat P =
= Anny, x. Multimea idealelor prime asociate lui E se noteazd Assys E.
O denumire alternativa, ugor macabri si paradoxald, este asasin al
modululut £. Dacd F este un submodul al lui ¥, un element din
Assy (E'/F) se numeste ideal prim asociat lui F' in E sau divizor prim
al lut F in E.

Observam ca orice ideal prim asociat unui modul contine anulatorul
acelui modul, iar Ass E coincide cu multimea formata din P € Spec A
pentru care existd un submodul al lui E izomorf cu 4/P.

LEMA 3.38. Pentru orice P € Spec A g1 x € A/P, © # 0, avem
Annax = P, deci Assy (A/P)={P}.

DEMONSTRATIE. Daci z = a+ P, cua € A\ P, atunci bx = 0 daca
si numai dacd ab € P. Cuin a nu apartine idealului prim P, aceasta
relatie este echivalenta cu b € P. a

EXEMPLU. Pentru A inelul de polinoame in variabilele X gi Y
peste un corp K g1 I := (X% XY), avem P := (X,Y) € Ass, (4/]),
Q = (X) € Ass 4 (A/]) si Q C P. Intr-adevir, se verifici ugor relatiile
P=(I:(X)asiQ=(:()a
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LEMA 3.39. Pentru orice A-modul E avemn
N{P : P € Assy F} D Radg (0) URads(Ann, E) .

DEMONSTRATIE. Fie P un ideal prim asociat lui E gi © € F astfel
incat P = Ann z. Pentru orice a € Radg (0) existd n € N astfel incat
a"r = 0, adicid @™ € Ann £ = P. Rezultd Radg (0) C P pentru orice
Pec Ass E.

Deoarece orice ideal prim este radical, relatia

Ann E=N{Amny:y€ E}CAnmnz
implici Rad(Ann E) C Rad(Ann z) = P. O

Problema existentei unor ideale prime asociate unui modul dat are
un raspuns clar.

LEMA 3.40. Fie E un modul peste un inel noetherian A. Atunci £
este modulul nul dacd 1 numai dacd Assy E este mulfimea vidd.

DEMONSTRATIE. Dacd modulul E este nenul, atunci multimea de
ideale {Ann z : z € E,z # 0} este nevidi. In conformitate cu
conditia (M AX), aceastd multime are un element maximal P. Vom
ardta ca P este ideal prim.

Fiez € F, z #0, astfel incit P = Annzsia, b€ Acub¢ P, dar
ab € P. Relatiile abz = 0, bz # 0 aratd cid a € Ann (bz). Considerand
a un element arbitrar al idealului P, conchidem cd P este continut in
anulatorul elementului nenul bz al lui £. Datoritd maximalitatii lui P
rezultd P = Ann (bz). Acum este limpede cd din abx = 0 si bz # 0
rezultd a € P. O

EXEMPLU. Ipoteza noetherianititii inclului este esentiald. Sa con-
siderdm, de pilda, idealul I generat in inelul 4 := Q[.X,. Xy, ..., X,, .. ]
de patratele variabilelor i E := A/I. Atunci Ass, F = 0. intr-adovﬁr,
se verificd ugor ca singurul ideal prim ce contine I cste idealul generat
de variabile. Pentru orice f € A/I se gaseste un reprezentant dintr-un
inel de polinoame intr-un numar finit de nedeterminate. Anulatorul
acestui reprezentant este continut in acelasi subinel.

Elementele continute in idealele asociate unui modul au o propri-
ctate introdusad in urmatoarea definitic.

DEFINITIE 3.41. Un element a € A se numeste divizor al lut zero
in E dacd existd x € E, r # 0, astfel incat axz = 0. Un clement este
regulat pe ' daci nu este divizor al lui zero pe F.

Multimea formata din toti divizorii lui zero pe un modul E este
notatd Z(F).
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PROPOZITIE 3.42. Dacd A este inel noetherian, atunct reuniunea
primelor asociate unui modul E coincide cu mulfimea divizorilor lui

zero pe E.

DEMONSTRATIE. Este evident cd elementele din orice ideal prim
asociat lui E sunt divizori ai lui zero pe E. Reciproc, fie az = 0, unde
ac€ Asiz € E, z#0. Din lema precedentd stim Assy(Az) # 0, deci
existd b € A g1 P € Spec A astfel incat P = Ann (bz). Cum abz =0,
deducem a € P. O

PROPOZITIE 3.43. Pentru orice submodul F' al lur E avem
Ass(F) C Ass(E) C Ass(F)U Ass (E/F) .

DEMONSTRATIE. Incluziunea din stinga este evidenta: anulatorul
unui element z din F' nu se modificd dacd vom considera z ca element
al lui E. Fie P € Ass (E)\ Ass (F) i z € E astfel ca P = Ann z.
Cum Az ~ A/P, din lema 3.38 rezultid Ass (Az) = { P}. Conform
alegerii lui P avem AzNF = 0. Atunci imaginea lui Az prin morfismul
canonic E — E/F este un submodul al lui E/F izomorf cu A/P. In
virtutea primei incluziuni, { P} = Ass, (A/P) C Asss (E/F). O

EXEMPLU. Incluziunile nu sunt totdeauna egalitati.
Fie K un corp, 4 := K[X, Y] si sirul exact de A-module

0 — (X)/(X3 XY) — A/(X?, XY) — A/(X) — 0.
Din lema 3.38 si faptul cd A-modulul (X)/(X?, XY) este izomorf cu
A/(X,Y) ~ K rezulti
Assa (N)/(X2XY)) = {(X,¥)}C Assq (4/(X% XY)) C
c {(X.Y)u{(X)}.
In acest caz prima dintre incluziunile de la propozitia 3.43 este stricta.
Pentru a ne convinge ci este posibil ca a doua incluziune sa nu fie
egalitate, este suficient sa considerdm girul exact de grupuri abeliene
0 — 6Z — Z — Z/6Z — 0. In acest caz este simplu de vazut
Assz (Z) = Assz (6Z) = {0}, Assy (Z/6Z) = {2Z,3Z }.
Alte proprietdti ale asasinului unui modul sunt date In urmatoarea
PROPOZITIE 3.44. a) Dacd (E))xen este o familie de submodule ale

lut E, atunct
Ass (U E,) = U Ass (E)) .

. AEA AEA
b) Doud module izomorfe au aceleasi prime asociate.
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¢) Dacd (E)\)xen este o familie de submodule ale lui E, atunci

Ass (BrerE)) = UASS (Ey)
AEA
d) Daci Ey, ..., E, (n > 1) sunt submodule ale lui E a cdror
intersecfie este modulul nul, atunci

Ass (E) C OAss (E;)

DEMONSTRATIE. a) Consecintd directd a definitiilor.

b) Rezultd din faptul cd anulatorul oricirui element dintr-un modul
coincide cu anulatorul elementului corespunzator din celalalt modul.

c¢) Cu ajutorul relatiei de la punctul a) ne reducem la cazul in care
A este o multime finitd, cand se rationeaza prin inductie. Pasul initial
al rationamentului inductiv (A are doar doud elemente) este consecinta
a propozitiei precedente:

Ass (E;) C Ass(E, ® E;) C Ass(E))UAss(Ep) , i =1,2.

Cand sunt n > 3 submodule, se rationeazi asemanétor.

d) Ipoteza asigurd injectivitatea compunerii aplicatiilor canonice

E — [J(E/E) ~ ED(E/E) .
i=1 i=1

Se aplica proprietatea de la punctul ¢) si propozitia 3.43. a

EXEMPLU. Incluziunea de la punctul d) nu este valabild pentru
o familie infinita de submodule: cand p parcurge numerele naturale
prime avem (), pZ = 0, Assz (Z) = {0}, in vreme ce

Assy (®,Z/pZ) = UASSZ (Z/pZ) = SpecZ\ {0} .

In continuare vom studia comportarea asasinului la luarea fractiilor.

PROPOZITIE 3.45. Fie E un modul peste un inel noetherian A §i S
un sistemn multiplicativ inchis din A. Atunci

Assg-14 (ST'E)={S™'P : Pc Ass,(E), PNS =0} .

DEMONSTRATIE. Pentru P € Ass,y (F) disjunct de S exista @ € E|
x # 0, astfel incat P = Ann4r. Cum S~!P riméne ideal prim in inelul
de fractii si ST'P = Anng-14 (z/1), avem S™'P € Assg-1, (S7'E).

Reciproc, fie P € Spec A astfel ca P si fie disjunct de Ssi S™!P €
€ Assg-14(S7'F). Si presupunem S™'P = Anng-14 (z/t) pentru z
in Egit €S Fieay, ..., a, un sistem de generatori ai lui P. Din
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relatiile a;/1 -2/t = 0.7 = 1. 2. ... n. rezultd ca exista s, € .S astfel
incat a;s;x = 0. Atunci s := 5185 --- 5, € S 51 P C Ann, (sa). Pentru
b € Ann, (sr) arbitrar, din bsx/t = 0 rezultd bs/1 € Anng-1, (z/t) =
= S7'P. Cum s nu apartine Ini P. se deduce b € P. Avem. agadar,
P = Ann, (sz) C Ass, (F). O

Existd o stransa legaturi intre asasinul i suportul unui modul.

PROPOZITIE 3.46. Daca E este modul peste un inel noetherian A,
atunci Supp E = U{V(P) : P € Ass(E)}. In particular, Ass (E) C
C Supp F g1 cele doud mulfimi au aceleaw elemente minimale. Agadar,
Min E C Ass (E).

DEMONSTRATIE. Fie P € Ass (E) si Q € V(P), adica @) este un
ideal prim din A si Q O P. Din relatia PN(A\ Q) = @ si din propozitia
precedentd rezultd PAg € Assy, (Eg). Lema 3.40 implicd Eg este
modul nenul, ceea ce inseamnd ca idealul prim @ apartine suportului
lui E.

Fie acum @ € Supp (£). Cum E( este modul nenul peste inelul
noetherian Ag, din lema 3.40 se deduce Asss,(Eg) # 0. Din propozitia
precedentd rezultd existenta unui ideal prim P asociat lui £ disjunct
de A\ Q, ceea ce inseamni @ € V(P). 0O

PRrROPOZITIE 3.47. Fie E un modul nenul st finit generat peste un
wnel noetherian A. Atunci existd un lant de submodule

E:E(]DEIDEQD...DEn:O

astfel incat E;/E;y, ~ A/P; cu P, € Spec A pentrui=0,1, ..., n—1.
In plus Ass (E) C { o, Pi,...,P,_1} C Supp E, iar cele trei mulfimi
au aceleagt clemente minimale, care coincid cu elementele minimale

din V(Ann, (E)).

DEMONSTRATIE. Conform lemei 3.40, E contine un submodul izo-
morf cu A/P, unde P este un ideal prim asociat lui E. Aceasta
inseamna ci multimea £ a submodulelor nenule ale lui £’ care indeplinesc
concluzia propozitiei este nevidd. Cum F este modul noetherian, multi-
mea £ are un element F maximal fatd de incluziunc.

Dacia F # E. atunci E/F congine un submodul de forma A/P, cu
P € Spec A. Preimaginea sa F' in F prin morfismul canonic de la E
la E/F este un element din £ care contine strict F, ceea ce contrazice
maximalitatea lui F'. S-a obtinut £ € L.

Prin aplicarea repetatd a propozitiei 3.43 se gascste cd Ass (E) este
continut in multimea { Py, P,..., P,_; }. Pentru orice i, 0 < i < n,
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avem
P; € Supp, (A/F;) = Supp, (Ei/Eit1) € Supp, (E) = V(Ann, (E)) .

Ultima afirmatie rezultd din faptul cd Ass (E') si Supp E au aceleasi
elemente minimale. (]

EXERCITIL.
1. Fie A un inel si a € A. Sa se arate ca a este nilpotent daca si

numai daca este divizor al lui zero pe orice A-modul.
2. Sa se decida daca urmatoarele proprietati sunt sau nu echivalente
pentru orice modul E de tip finit peste un inel noetherian A:

(i) E este modul de lungime finita,
(i1) Ass E = Supp F.
3. Fie A inel noetherian, F un A-modul, F submodul si P un
divizor prim al lui F in E. Si se arate cd dacd P nu contine Ann4(F),

atunci P este asociat lui FE.
4. Fie F modul finit generat peste un inel noetherian A. S& se
arate cd pentru orice A-modul F' avem

Asss(Hom4(E, F)) = Ass4(F) NSupp,4(E) .

5. Fie E' modul finit generat peste un inel noetherian A. Daca un
ideal I consta numai din divizori ai lui zero pe E, atunci existd z € E|
x # 0, astfel ca I C Ann z.

6. Daca un ideal al unui inel noetherian contine un clement regulat,
acel ideal este generat de elementele regulate pe care le contine. Este
aceastd proprictatea indeplinita in orice inel?

3.4. Submodule primare. In restul sectiunii A va fi un inel noe-
therian.

DEFINITIE 3.48. Fie E un 4-modul si F un submodul. Se spune
cd F este submodul primar al lui F dacd Ass4(E/F) consta dintr-un
singur element. Dacd Ass (E/F) = { P}, se spune ca F este P-primar.

Urmatorul rezultat da o caracterizare a submodulelor primare.

PrOPOZITIE 3.49. Fie A un inel noetherian, E un modul finit ge-
nerat g1 F un submodul. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) F este submodul primar al lui E,
(11) orice divizor al lui zero pe E/F este nilpotent,
(131) dacd a € A si x € E sunt astfel incit ax € F, rezultd cd
a € Radg(F) saux € F.
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DEMONSTRATIE. Este evidenti echivalenta conditiilor (27) si (ii7).
Daca F este P-primar, atunci Z(E/F) = P gi Rads(Anny(E/F)) = P.
Astfel se obtine ca (i) implica (iz).

Sa presupunem ci afirmatia (i7) este indeplinitd. De aici gi din
propozitiile 3.11 gi 3.42 rezulta
U{P:PeAss (E/F)}=Z(E/F)=N(E/F)=n{P: P e Ass (E/F)}.
Egalitatea termenilor extremi in acest gir de egalitati poate avea loc
doar daca Ass (F/F) consta dintr-un singur element. Conform definitiei,
aceasta inseamna ca F' este submodul primar al lui F. O

LEMA 3.50. Intersectia unei familii finite de submodule P-primare
ale lut E' este un submodul P-primar.

DEMONSTRATIE. Este suficient si stabilim aceasta proprietate pen-
tru doua submodule P-primare, si spunem F' gi G. Consideram sirul
exact de A-module

0 — F/(FNG) — E/(FNG) — E/F — 0

in care F/(FNG) ~ (F + G)/G. Concluzia dorité rezultd din faptul
cad Ass (E/(F N G)) este o submultime nevidd a multimii

Ass (F/(FNG))UAss (E/F) C Ass (E/F)UAss (E/G)={P}.
o

DEFINITIE 3.51. Un submodul F C E se numeste ireductibil in E
daca satisface conditia: pentru orice submodule F, F, ale lui E astfel

incat F = Ey N E,, avem F = F| sau F = F.

Este evident ca F este ireductibil in E' daca si numai dacd submo-
dulul nul este ireductibil in E/F.

LEMA 3.52. Daca F este un submodul ireductibil in F, atunci F
este submodul primar al lur E.

DEMONSTRATIE. Daca Ass (E/F) ar contine doud ideale prime
distincte Py si P,, atunci E/F ar contine submodule U, ~ A/P; si
Uy ~ A/P,. Observam cid UyNU, = 0 intrucat orice element nenul al lui
U; are anulatorul P;. Cum submodulul nul al lui E/F este ireductibil,
rezultd Uy = 0 sau U, = 0, ceea ce cste imposibil. Agsadar, Ass (E/F)
constd dintr-un singur ideal prim. O

EXEMPLE. 1. Orice ideal prim P al unui inel noetherian este ideal
P-primar (conform lemei 3.38).

2. Dacd F este un submodul al lui £ cu M := Radg(F) ideal
maximal, atunci F' este submodul A -primar al lui F. In particular,
orice putere a unui ideal maximal este ideal primar. De asemenea, daca
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in A exista un singur ideal prim, atunci orice submodul propriu al unui
A-modul arbitrar este primar.

Intr-adevir, si considerim a € A sir € E astfel incat ar € F'. Daca
a € Radg(F) = M € Max A, atunci A/ + a4 = 4. Prin urmare exista
be Msice Aastfel cal =0+ ac. Fie n € N pentru care "z € F.
Ridicand la puterea n relatia 1 = b + ac, se obtine 1 = 0" + ad, unde
d € A. Inmultind aceasti relatie cu x, rezultd r = bz + d(az) € F.

3. Intr-un inel principal, idcalele primare sunt 0 si idealele generate
de puteri de elemente prime.

Daca p este un element prim in inelul principal A si n € N*, atunci
p" A este ideal primar intrucat Rad (p"A) = pA si din ab € p"A cu
a, b € Arezultd a € pA sau b € p"A pentru ca 4 este inel facto-
rial. Reciproc, fie aA un ideal nenul si @ = pi' - - p;' descompunerea
in factori primi distincti a generatorului siau. Dacd t > 1, relatiile
Py (p3* - -p;') € aA, pi' & Rada(ad) = pip2---prA §i p3* -+ pi* & ad
arata cad aA nu este ideal primar.

4. Nu orice ideal primar este putere de ideal prim.

Fie K un corp, 4 := K[X,Y] i [ := (X% Y)4 < A. Avem

Rads(I) = Rad.(X2A4+ Y A) = Rad,(Rad;(X2A) + Rad4(Y A)) =
= Rady(XA+YA)=(X,Y)4d=:Me Max 4,

deci I este M-primar. Cum Y € I\ M? X € M\ I, existd incluziuni
stricte M2 C I C M.

5. O putere a unui ideal prim nu este neaparat ideal primar.

Fie K un corp, A .= K[X,Y, Z]/(XY - Z?) = K|z,y, 2] si idealul
P := (z,2)A. Deoarece A/P ~ K[Y], avem P € Spec A. Relatiile
Ty =22¢€ P2 x ¢ P?siy ¢ Rads(P?) = P arati cd P? nu este ideal
primar. Si dovedim z ¢ P2. In caz contrar am avea

X e (X3 X2, 22 XY-Z)K[X.Y.Z) = (X2 XZ XY.Z))K[X,Y, Z].

adicad ar exista polinoame f\. fy, f3. fi € K[X,Y,Z] astlel incat
X = X?fi + XYfo + 5XZ + f1Z2. Inlocuind in accasti relatie Y’
§i Z cu 0, se obtine X = X?2f(X.0,0), egalitate ce nu poate avea
loc (considerati gradele polinoamelor din cei doi membri). Analog se
justifica relatia y & P.

In continuare studiem comportarea submodulelor primare la ope-
ratiile uzuale din algebra comutativa.

LEMA 3.53. Fie F' un submodul P-primar in E. Pentru orice ideal
I din A astfel incat (F : I)g # E, submodulul (F : I)g este P-primar
in E.
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DEMONSTRATIE. Fie v € E §i b € A\Radg((F : I)g) astfel ca
br € (F : I)r. Atunci abz € F pentru orice a € I si cum Radg(F) C
C Radp((F : I)g), rezultd az € F, adici ¢ € (F : I)g. a

LEMA 3.54. Fie E un modul de tip finit si F' un submodul P-primar
al lui E. Atunci (F : E) 4 este ideal P-primar.

DEMONSTRATIE. Cum Rad ((F : F)4) C Radg(F) = { P}, avem
Rad,((F : E)4) = P. Fie a, b € A astfel incat ab € (F : F)4. Daci
a € P, atunci abz € F pentru orice z € E si, intrucat F este P-primar,
rezultd bz € F. Conchidem b € (F : F)4. d

PROPOZITIE 3.55. Fie g : E — E" un morfism surjectiv de
A-module. Un submodul F al lui E care confine nucleul lui g este
submodul P-primar al lui E dacd §i numai dacd F" := g(F) este sub-
modul P-primar in E".

DEMONSTRATIE. Se observa ca Radg(F) = Radg~(F"). Apoi se
stabilegte cd pentru orice a € A si z € E, apartenenta ax € F este
echivalentd cu ag(z) € F",iar z € F dacd i numai daca g(z) € F”. O

PROPOZITIE 3.56. Fie S un sistem multiplicativ inchis in inelul A
siv: E — STVE morfismul canonic.

a) Dacd F este submodul P-primar in E i PNS = 0, atunci S™'F
este submodul S™'P-primar al lui S7'E, iar v-(S7'F) = F.

b} Dacd F este submodul P-primar in E gt PN S # 0, atunci
ST'F=8"1FE.

¢) Dacd F' este submodul primar al S~'A-modulului S'E, atunci
v!(F') este submodul primar al A-modulului E.

DEMONSTRATIE. a) Prima afirmatie rezultid din comportarea asa-
sinului la localizare. Pentru ultima parte, reamintim ca

v (ST'F) = {x € E : existi s € S astfel incat sz € F}

i cad P este multimea divizorilor lui zero pe E/F.

b) Fic s € SN P. Pentru orice z € F existd n € N astfel incat
s"v € F, deci s™v(z) € v(F), incat v(z) € S™'F.

¢) Notam F := v (F') gsiu : A — S7!'A morfismul canonic.
Deoarece F' este modul primar, Radg-15(F’) este un ideal prim in
S-'4. Din ipoteza ci elementele lui S sunt nondivizori ai lui zero
pe E/F si din propozitia 3.19 rezultd Radg-i1g(F') = S~'Radg(F) si
u™'(Rads-15(F")) = Radg(F). Fie a € A\Radg(F) si z € E astfel
incat ar € F. Atunci u(a)v(z) € F’ i u(a) ¢Radg-1g(F"), deci v(z)
apartine lui F’. Prin urmare z € v=!(F') = F. O
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DEFINITIE 3.57. Un submodul F al lui F are o descompunere pri-
mard daca existd submodulele primare Fy, ..., F, (n > 1) ale lui IY
astfel incat F'= FyN...NF,. O astfel de descompunere primara este
numitd redusd daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:

a) Dacd F; este P;-primar, atunci P; # P; pentru 1 <i < j <n.
by N{F; : j#i} Z Fipentrut=1, ..., n.

Submodulele F; ce apar intr-o descompunere primara redusa a lui F' se
numesc componentele primare ale lui F'.

Cum inelul A este presupus noetherian, din orice descompunere pri-
mara a lui F' se obtine o descompunere primara redusa astfel: inlocuind
toate submodulele primare F; care au acelasi radical prin intersectia lor
se asigurd satisfacerea conditiei a) (c¢f. lema 3.50), iar pentru a obtine
b) se omit modulele superflue (care contin intersectia celorlalte).

Existenta descompunerilor primare este asigurata in conditii destul

de generale:

TEOREMA 3.58. Orice submodul al unut modul E de tip finit peste
un inel noetherian A are o descompunere primard.

DEMONSTRATIE. Conform lemei 3.52, este suficient sa aratam ca
F este intersectia unei familii finite de submodule ireductibile in E. In
caz contrar, din conditia maximalad pe modulul noetherian E rezulta ca
existd un submodul F'; maximal cu proprietatea cd nu este intersectia
unui numir finit de submodule ireductibile. In particular, acest F' nu
este ireductibil, deci coincide cu intersectia a doud submodule F) §i F3
ale lui E' care contin strict F'. Din alegerea lui F' rezulta ca fiecare F;
este intersectia unei familii finite de submodule ireductibile. Aceeasi
proprietate o are gi F} N F, = F', contradictie. U

Folosind un alt rationament, se poate arata ca rezultatul sc mentine
pentru module noetheriene peste inele arbitrare.

Dupa ce am transat chestiunea existentei unei descompuneri pri-
mare, se punc problema unicitatii sale.

TEOREMA 3.59. Fie A inel noetherian, E' un A-modul s1 I' C E un
submodul ce admaite o descompunere primard redusa "' = FyN---NFE,.
n > 1. cu F; submodul P;-primar in E. Atunci:

a) Ass (E/F)={P,...,P,}.

b) Daca P, (1 <1i < n) este minimal in Ass (E/F), S=A\P, 51
v: E — S7E este morfismul canonic, atunci F; = v~ (v(F})).
Agadar, componenta primard a lui F' corespunzdtoare unui prim asociat
minimal este unic determinatd de E gi F'.
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DEMONSTRATIE. a) Notam Q, := N{F; : j # i} pentru i = 1,
cooons Atunad F = FiNQisi F # Q. Din Q/F ~ (Q;+F;)/F; C E/F;
rezulta

0 # Ass(Qu/F) C Ass(E/F) = { P},
ceca ce imprennd cu Ass(Q,/F) C Ass(E/F) implica { P,....P,} C
C Ass(E/F).

Pentru a demonstra incluziunea reciproci folosim un rationament
prin inductie dupa n. Cazul n = 1 nu necesita justificare. Fien > 1
51 presupuncm ci egalitatea a) este valabild pentru toate submodulele
lui £ cu cel mult n — 1 componente primare. Cum @); are o ast-
‘fel de descompunere primarad redusd, din ipoteza de inductie rezulta
Ass(E/Q;) ={P; : 1 <j#1i<n}. lzomorfismul existent intre E/Q;
si (E/F)/(Qi/F) implica

Ass(E/F) C Ass(E/Q) UAss(Qi/F) = {Pi,..., P} .

b) Din minimalitatea lui P; in Ass(E/F) rezultd SN P; # 0 pentru
J # 1. Propozitia 3.56 asigurd v(F) = S7'F = S~'F, = v(F;) si prin
urmare F; = v (v(F})) = v (v(F)). O

Daca F; este o componentd primara a lui F' al carei radical nu este
element minimal in Ass(E/F'), se spune cd F; este componentd primard
scufundatd a lui F. In general, componentele primare scufundate nu
sunt unic determinate.

EXEMPLU. In inelul de polinoame K[X,Y] peste un corp K avem
I = (X2, XY) = (X)n (X%Y). Cum (X) este ideal prim, iar
(X?,Y) cste primar (avand radicalul M = (X,Y) ideal maximal),
s-a gasit o descompuncre primara redusd. Rationand analog, se vede
cd (X2 XY) = (X)N (X2 X + Y) este o alti descompunere primari
redusit a lui 1. Idealul M-primar (X2, X +Y) nu coincide cu (X?2,Y)
intrucat ultimul ideal nu contine X" + Y.

Ca aplicatic a descompunerii primare, prezentim un rezultat cele-
bru al lui Krull. pentru a carui demonstratie avem nevoie de urmatorul
rezultat:

LiMA 3.60. Fie I un ideal al unui inel noetherian st J 1= (1,5, I™.
Atunes I -] = J. -

DEMONSTRATIE. Dacd I = A. nu avem nimic de demonstrat. Fie
deciI # A. Din[-J C I C Arezulta cd idealul I-J are o descompunere
primara de forma

I F= ﬂQi, Q; 1ideal P;-primar .
i=1
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Pentru acei indici 7, 1 <2 < 7, pentru care I C P, se considerid e; € N
astfel incat P C @; si se deduce J C I C P® C Q,. Pentru ceilalti
indici ¢ existd a; € I\ P, si cum idealul a;J este continut in idealul
P;-primar Q;, rezultd J C @);. Asadar, J C ﬂ:zl Q;: =1-J. Pede
alta parte, intotdeauna produsul unor ideale este continut in intersectia
lor. O

TEOREMA 3.61. (Teorema de intersectie a lui Krull) Fie A un inel
noetherian, I un ideal s E un A-modul noetherian. Atunci ()5, I"E
coincide cu mulfimea elementelor din E al cdror anulator confine un
element de formal —a, cua € I. In cazul in care I este confinut in
radicalul Jacobson al inelului, avem () 5, I"E = 0.

DEMONSTRATIE. Este clar cd pentruz € Fgia € [ cu (1 —a)z =
= 0 avem z = ar = ra® = za", pentru orice numar natural n > 1,
deci z € ()5, I"E. Incluziunea reciproci este consecinta rezultatului

urmator. g

PROPOZITIE 3.62. Fie A un inel, E un modul noetherian gi F' un
submodul. Pentru orice ideal I din A ezistda un submodul G al lui E
cu Radg(G) DI i GNF =IF. Dacd in plus A este inel noetherian,
atunci existd un numdr intreg n > 1 astfel incat I"ENF C IF.

DEMONSTRATIE. Multimea £ a submodulelor lui £ a ciror urma
pe F coincide cu I F este nevidd (contine /F') i inductiv ordonata cu
relatia de incluziune. Vom ardta cid un element maximal G € L are
proprietitile cerute. Rimane si verificim incluziunea I C Radg(G).
Daca aceastd relatie nu are loc, se gaseste a € I'\Radg(G). Lantul
crescitor de submodule ale modulului noetherian E

GQ(GA(I)EQ(GA(Lz)I“(_:

este stationar. Fie r un numar natural nenul la care lantul considerat
stationeazd: (G : Aa")gp = (G : Aa™*!);;. Este suficient si ardtim ca
are loc egalitatea

G=(G+adE)N(G: Ad")g . (6)

Intr-adevir, avem F C (G:1)g C (G : Aad")g intrucat IF C G, prin
urmare FN(G+a E) C (G: Ad)gN (G +a"FE) = G. De aici rezulta
FN(G+a™ F) CGNF =1F. Din IF C G scobtine IF C FN(G+a" E),
incit G+a"E € L. Relatia a ¢Radg(G) aratd cd G este continut strict
in G+ a"E. S-a contrazis astfel maximalitatea lui G in L.

Trecind la demonstrarea relatiei (6), notim cd G este continut
in fiecare dintre modulele din membrul drept al acestei relatii. Daca
r=y+az,cuy € G,z € F, gt daci » € (G : Ad")g, atunci
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a’r=a"y+a¥z € G, deci z € (G : Aa?")y; = (G Aa™)s. Prin urmare
a"z € Ggiinconsecintd r =y+a'z €G. a

EXERCITII.
1. Un inel noetherian este redus daca gi numai dacad toate compo-

nentele primare ale idealului nul sunt ideale prime.

2. Fie F' = (., Fi o descompuncre primara redusd a submodulului
F al lui E, S C A un sistem multiplicativ inchis i v : E — S7'E
morfismul canonic. Dacd Fy, ..., F;, s < n, sunt toate componentele
primare ale lui F cu proprietatea Rady(F;)NS = 0, atunci v=}(v(F)) =
= ﬂle F;. .

3. Dacd F = (), F; este o descompunere primari redusd a sub-
modulului £ al lui £ cu F; submodul P-primar, z =1, ..., n, atunci
Ass(F;/F) = Ass(E/F)\ { P; } pentru orice 7, 1 <i < n.

4. Structura inelelor artiniene

Inelele artiniene, aparute ca urmare a unui exercitiu de logica for-
mald—dualizarea relatiei de incluziune, s-au dovedit a fi in multe cir-
cumstante un substitut pentru corpuri. Proprietitile lor intervin deci-
siv in construirea unei teorii a dimensiunii pentru inele comutative. In
incheierea acestui capitol prezentam structura inelelor artiniene.

LEMA 4.1. Orice nondivizor al lui zero dintr-un inel artinian este
wnversabil. In particular, un inel artinian care este domeniu de integri-
tate este de fapt corp.

DEMONSTRATIE. Pentru un astfel de clement a, sirul aA D a?4 D

D alA D ... este stationar. Dacd a"4 = a"*'4, atunci a® = a™*'b
pentru un anumit b € A. Cum a este nondivizor al lui zero, se poate
simplifica cu a™ in ultima egalitate, rezultand ab = 1. (]

LEMA 4.2. Intr-un inel artinian exista doar un numar finit de ideale
prime.

DEMONSTRATIE. Observam mai intai ci din lema precedentd si
din faptul c¢d o imagine omomorfia a unui inel artinian este inca inel
artinian rezulta ca orice ideal prim al unui astfel de inel este maximal.
Sa presupunem ca spectrul inelului artinian A nu este finit. Atunci
existd o multime infinitd de ideale prime (F,),>;. Lantul descendent
PPDOPNP DPNPNP; D ... nueste stationar intrucat orice
ideal prim este maximal. Contradictia la care s-a ajuns provine din
presupunerea ca Spec A este multime infinita. U

LEMA 4.3. Radicalul Jacobson J al unui inel artinian este nilpotent,
i.e. existd t € N astfel incat J' = 0.
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DEMONSTRATIE. Folosind lema 4.1, se deduce
J=n{P:PeMaxA}=n{P: Pe€Spec 4},

adica orice element al radicalului este nilpotent. Cum nu gtim ca J este
finit generat, nu putem conchide ca exponentii incepand de la care se
anuleazi puterile elementelor lui J sunt majorati de aceeasi constanta.
Din faptul cd A este inel artinian rezultd ca existd un numar natural ¢
astfel ca Jt = J'*! =: I. Vom aréta ci I este idealul nul.

Observiam ci I2 = I. Presupunand I # 0, din I2 = I # 0 rezulti
cd multimea £ constituitad din idealele necontinute in anulatorul lui /
este nevidd. Fie L un element minimal al lui £. Din IL # 0 rezulta
cd existd a € L astfel ca al # 0. Din alegerea lui L se deduce L = aA.
CumaJ Dal #0sialJ =aJ'J = al # 0, rezultd aJ = aA = L.
Prin urmare a = ab, cu b € J, si atunci a = ab = a™b pentru orice
n > 1. Dar stim deja ca b, ca orice alt element al lui J, este nilpotent.
Am ajuns astfel la contradictia a = 0. 0

PROPOZITIE 4.4. Pentru un modul de tip finit E peste inelul noe-
therian A, urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) E este modul de lungime finitd,
(17) Assa(E) C Max A,
(7i1) Supp,4(F) C Max A.
DEMONSTRATIE. Conform propozitiei 3.47, exista o filtrare
OZEnCEn_lc...CE1CE0:E (7)
ai cdrei factori E;_,/E; sunt izomorfe cu imagini omomorfe integre A/ P;
(i=1,2,...,n) ale inelului A, iar
AssA(EYC{ P, P, ...,,P,} CSuppy(E) . (8)
(i) = (ii) Factorii E;,_/E; (1 <1 < n) sunt module de lungime
finita. deci {4(A/P;) < co. Prin urmare A/P; este inel artinian. Fiind
domeniu de integritate, el este corp, deci P, € Max A (1 < < n). Din
relatia (8) rezultd ci toate primele asociate lui £ sunt ideale maximale.
Conditia (72) implica (ii7) pentru ci Ass E C Supp E si cele doud
multimi au aceleasi elemente minimale. Presupunand indeplinitd con-
ditia (7it), din relatia (8) rezultd c& factorii filtrarii (7) sunt A-module
simple, deci (7) este un sir de compozitie pentru E. Conditia (7) este
indeplinitd conform teoremei Jordan-Holder. g
Putem acum caracteriza inelele artiniene comutative:
TEOREMA 4.5. Pentru un inel A, urmdtoarele afirmatit sunt echiva-
lente:
(i) A este inel artinian,
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(17) A este inel noetherian gi orice ideal prim al lui A este mazimal,
(711) A este inel noetherian si orice ideal prim asociat lur A este

mazrimal.

Dacd aceste condifis sunt satisfdcute, atunci A este un inel semilocal,
cu radicalul Jacobson nilpotent.

DEMONSTRATIE. (i) = (it) Singura proprietate a cirei existenta
nu a fost inca dovedita este noetherianitatea. Vom arata faptul echiva-
lent cd un inel artinian are lungimea finita.

Fie I < A un ideal minimal cu proprietatea ci [4(A/I) < 0o. Daci
I este nenul, atunci suportul A-modulului 7 este nevid. Intr-adevir,
Supp (I) = U{V(Ann (ay)) : A € A}, unde (ay)rea este o familie
de generatori ai lui /. Idealul fiind nenul, inseamnd ci multimea A
este nevidd. Pentru P € Supp (I) avem Ip # 0. Ardtdm cd Ip/Plp
este un spatiu vectorial nenul peste corpul rezidual Ap/PAp ~ A/P
(aici se foloseste maximalitatea idealului P). Presupunand contra-
riul, se giseste Ip = PIp = P%Ip = ... = 0, pentru ci PAp este
ideal nilpotent in inelul Ap conform lemei 4.3. Contradictia obtinuta
provine din presupunerea ci Ip/PIp = 0. Cum orice spatiu vecto-
rial nenul este sursa unui morfism a cdrui imagine este corpul peste
care se lucreazi, rezultd existenta unui morfism surjectiv de A-module
Ip/PIp — A/P. Prin compunere cu morfismul canonic I — Ip —
Ip/PIp se obtine un morfism surjectiv de A-module v : I — A/P.
Nucleul J := ker v este un ideal al inelului A continut strict in [ i care
are proprietatea ci A/J ~ A/P este A-modul de lungime finita, ceea
ce contrazice alegerea lui I.

Clar (#11) este consecintd a conditiei (27), iar implicatia (¢i7) == (%)
decurge din propozitia 1.4. d

Se poate ardta ca orice inel necomutativ artinian la stinga este
noetherian la sanga.

LEMA 4.6. Fie A un inel artinian cu MaxA = {M,,..., M, },
J=M0...0M, siJ*=0(kecN). Atunci0= MFN...N M} este
unica descompunere primard redusd a idealulur nul din A.

DEMONSTRATIE. Evident Hf:] MF C J¥ = 0. Deoarece M; si M;
sunt comaximale pentru 1 < ¢ < j < n, rezultd ci si MF + MJ’-c = A
Conform lemei chineze a resturilor avem 0 = M¥ N ... N Mk relatie ce
este o descompunere primari a idealului nul pentru ci Rad(M*) = M
pentru orice A/ € Max A gi un modul este primar dacd radicalul sdu
este ideal maximal. Observam ca aceastd descompunere primard este
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redusi intrucat o relatie A/f D ﬂjﬁ. ;\]}' implica
7

[[rMfcMf=0cay,.

j#i i
deci M; C M, pentru un indice j # ¢ Unicitatea rezulta din teo-
rema 3.59 si din faptul cad Ay, ..., A, este ideal prim minimal in A
conform teoremei 4.5. O

TEOREMA 4.7. Orice inel artinian este izomorf cu produsul direct
al localizatelor sale in idealele mazimale.

DEMONSTRATIE. Fie J radicalul Jacobson al inelului artinian A i
M,, ..., M, idealele maximale, iar k € N astfel incat .J*¥ = 0. Conform
rezultatului precedent si lemei chineze a resturilor, existd un izomorfism
canonic A ~ [[_, A/MF. Vom arita ci pentru M € Max A, morfismul
de localizare u : A — Ay, este surjectiv gi are nucleul M¥*.

Fie p: A — A/MP¥ surjectia canonicd. Deoarece A/M* este inel
local de ideal maximal M/M?*, se obtine ci p(a) este inversabil pentru
orice a € A\ M. Din proprietatea de universalitate a inelelor de fractii
rezultd ci existd un morfism de inele f : Ay, — A/MF* astfel incat
p = fu. Evident f este surjectiv. Ramane sd aritam injectivitatea
lui f. Dacd a/s € ker f, atunci u(a) = a/1 € ker f, incat p(a) =
= f(u(a)) = 0. Prin urmare a € M* si

a/s € M*Ay = ﬂ]\/[iAM = (ﬂ ]\/Iik)AM =0.

=1 =1
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CAPITOLUL 2

Dimensiunea Krull a inelelor noetheriene

Geometrii au avut de multd vreme posibilitatea de a masura  mari-
mea* varietdtilor algebrice atribuindu-le un numar natural—, dimensi-
unea“. Notiunea a fost degajatd intuitiv din proprietdti ale inelelor
de polinoame si ale imaginilor omomorfe ale acestora. Definitia di-
mensiunit data in 1928 de Krull este mult mai abstractd, de naturd
combinatoricd si a marcat un pas esential in aducerea algebrei la forma

sa actuala.

1. Extinderi intregi de inele

Notiunile si rezultatele din aceastd sectiune sunt generaliziri ale
unora obtinute anterior in teoria numerelor. Ele servesc ca pregatire
pentru studiul dimensiunii, dar au de asemenea importanta in alte

capitole ale algebrei comutative.
Fie B o A-algebrd si I un ideal in A (cazul I = A va fi frecvent
intdlnit in notiunile i rezultatele urméatoare).

DEFINITIE 1.1. Un element x € B este numit intreg peste I dacd
existd un polinom f € A[X] de forma f = X" +a, 1 X" '+ +a1 X+
+ag, cu n > 0, a; € I, (0 <1 < n) astfel incat f(z) = 0. Daca orice
clement al tui I3 este intreg peste A, se spune cd B este o A-algebrd
intreagd.

PROPOZITIE 1.2. Fie B o A-algebra, I un ideal in A s1 x € B.
Urmdatoarele afirmafiic sunt echivalente:

(7) & este intreg peste I,
(i1) A-subalgebra Alz] a lui B este finit generatd si x apartine ide-
alulur Rad 47 (1 A[x]),

(i21) existd o A-subalgebra C a lui B cux € C, C un A-modul finit

generat g1 € Rade(1C).

DEMONSTRATIE. Pentru a arata ca (z) implicd (27), se considera un
polinom f € A[X] ca in definitia 1.1. Cum f este unitar, orice polinom
g € A[X] poate fi impirtit la f: g = fqg+71, cu g, 7 € A[X] si gradul
lui 7 strict mai mic decat gradul lui f. Deoarece g(z) = r(x), rezulta

41
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cil, z,..., 2" ! este un sistem de generatori pentru A-modulul A[.Y].
Din f(z) = 0 se obtine z" € I A[z], astfel cd = € Rad (1 A[z]).

Daca (i7) este indeplinitd, atunci conditia (7i7) este satisficutid de
algebra C = A[z]. Si presupunem cd afirmatia (iii) este indeplinita.
Daca ¢, ..., ¢s este un sistem de generatori pentru A-modulul C,
relatia x € IC implica ™¢; = a;,¢; + - - - + a;5¢; pentru oricez =1, ..,
s, unde a; € A pentru kK =1, ..., s. Aceste relatii sunt echivalente cu

sistemul
S

Z(5ik$m—aik)ck=0, 1=1,2,...,s,

k=1
unde 6;; este simbolul lui Kronecker.
Notdm cu N = (by) adjuncta matricei M = (§;z™ — a;x) cu

elemente din inelul A[z]. Prin schimbarea ordinii de sumare se giseste
ci pentru k=1, ..., s avem

S S § S
S = Z(Z bki((sijibm - a,-]-))cj = Zbki (Z((Sijxm — a,-j)cj) =0.
1=1 =1 1=1 1=1
Cum NM = dU, unde d este determinantul matricei M gi U este
matricea unitate de ordin s, rezulta ca suma S coincide cu

Zékjdcj = dck .
j=1

N

Pe de alta parte, existd elemente u; € A astfel ca 1 = chuk, incat
k=1
s

d = dz cyuy = 0. Prin dezvoltarea determinantului dupa prima sa
linie S(f_gléseste o relatie de dependenta intreaga a lui o peste [. dJ

COROLAR 1.3. Dacd B este o A-algebrd finita, atunct B este intrea-
gd peste A. In acest caz, x € B este intreg peste un ideal I < A daca
st numai dacd r € Radp(IB).

Existd o reciproca partiald pentru acest rezultat:

COROLAR 1.4. O algebra intreagd si de tip finit este algebra finita.

Mai gencral, din propozitia 1.2 rezulta:

COROLAR 1.5. Daca xy, ..., T, € B sunt intregi peste I < A,
atunci Alxy,...,z,] este un A-modul finit generat st x; aparfine ide-
alulut Rad(I A[zy,...,z,)),1=1, ..., n.

O alta consecinta a caracterizarii elementelor intregi dati in propozi-
tia 1.2 cste tranzitivitatea extinderilor intregi:
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COROLAR 1.6. Daca B este o A-algebra intreaga si (' este o
B-algebra intreagd, atuncy C' este o A-algebra intreaga.

DEMONSTRATIE. Pentru un element x arbitrar al lui C' se considera
o relatie de dependentd intreagh peste B: 2" + b, 2" + - - + biz+
+by = 0, b; € B. Din corolarul precedent rezultd ci Afby, by, ..., by_1]
este o A-algebrd finitd. Din acelasi motiv A[bg, by, ..., b,_1, ] este un
A-modul finit generat. Acum se aplicd rezultatul consemnat in coro-

larul 1.3. d

COROLAR 1.7. Multimea A'y formatd din toate elementele lui B
intregt peste A este A-subalgebrd a lur B. Pentru orice ideal I < A,
Rad (1 A) coincide cu mulfimea elementelor din B intregi peste 1.

DEMONSTRATIE. Pentru z, y € A%, A-modulul A[z, y] este finit
generat. Conform conditiei (:i2) din propozitia 1.2, £ + y si zy sunt
intregi peste A. Am demonstrat, agadar, cd multimea A’y este inchisa
la suma si produs. Dacd z € B este intreg peste I, atunci x apartine
idealului Rad 4, (I A3) conform propozitiei 1.2.

Reciproc, pentru z € Rady, (IAj) avem z™ € [A[z, ..., z,] pen-
tru anumiti zy, ..., z, € A si m € N. Se folosegte acum faptul ca din
conditia (#77) din propozitia 1.2 rezultd conditia (¢). d

DEFINITIE 1.8. Fie A un inel si B o A-algebra. Inelul A); constand
din toate elementele lui B intregi peste A se numeste inchiderea intreagd
a lui A in B. Se spune ca A este intreg inchis in B dacd A’y coincide
cu imaginea lui A In B prin morfismul structural. Un domeniu intreg
inchis in corpul sidu de fractii este numit domeniu normal.

In algebra comutativi functioneazi cu mult succes tehnica definirii
unor proprietati ale morfismelor calchiind proprictati ale modulelor.
Una din primele manifestari ale acestei paradigme permite definirea
morfismelor intregi si intreg inchise.

DEFINITIE 1.9. Fie B o Ad-algebra de morfism structural «. Se
spunc c¢a morfismul u este intreg daca orice element din B este intreg
peste A. Morfismul u este numit intreg inchis daca inchiderea intreaga
a lui A n B coincide cu imaginea lui wu.

COROLAR 1.10. Prin adjunctionarea unci mulfimi arbitrare de ele-
mente intregi peste A se obfine o A-algebrd intreagd.

DEMONSTRATIE. Fie X multimea de elemente intregi ce se adjunc-
tioneazd. Dacd X cste finitd; concluzia doritd a fost stabilitd in coro-
larul 1.5. Dacid multimea X este infinitd, se constatd usor ca are loc
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egalitatca
A[X] = J{ A[F] : Fparte finiti a lui X } .

Agadar, pentru x € A[X] existd un numar natural n §i zy, ..., z, € X
astfel incat z € A[z,...,z,]. Conform cazului adjunctionirii unei
multimi finite, x este intreg peste A. Cum z a fost element arbitrar in
A-algebra A[X], conchidem cd A[X] este A-algebra intreaga. O

De aici rezultd imediat idempotenta luarii inchiderii intregi:
COROLAR 1.11. Pentru orice A-algebrd B, A’y este intreg inchis in
B. Echivalent, (Alg))y = Alg.

DEMONSTRATIE. Dacd = € B este intreg peste A’z, atunci Ag[z]
este Az-algebra intreagd. Cum Ay este A-algebrd intreagd, din tran-
zitivitatea extinderilor intregi rezultd = intreg peste A. Prin urmare
z € Ap. Am stabilit, asadar, (Ag)s C A. Incluziunea opusi este
triviala. )

"EXEMPLE. 1. Un domeniu de integritate cu proprietatea ca oricare
doui elemente admit un cel mai mare divizor comun este normal. In
particular, inelele factoriale sunt normale.

Fie K corpul de fractii al unui domeniu A cu proprietatea indicata.
Pentru z € K se considerd o reprezentare £ = b/c cu b, ¢ € A coprime
si ¢ # 0. Daci z satisface o relatie de forma " + ap_ ;2" ! + -+ +
+a1z+ag =0,cun €N, q; € A dupd inmultire cu ¢” se obtine relatia
b* 4+ ap_1cb™ ' 4+ - 4+ a7 b + apc™ = 0 care aratd cd c divide b™.
Atunci ¢ divide c.m.m.d.c (¢, b*), care este un element inversabil din
A. Conchidem ci ¢ este inversabil in A, incat z € A.

2. Se demonstreazi ugor direct ci un element z din Q[v/—1] este
intreg peste Z dacd si numai daci r € Z[v/—1]. Altfel spus, Z[v/-1]
este domeniu normal.

3. Fiec K C L o extindere de corpuri §i x € L. Atunci x este intreg
peste i daca gt numai daca este algebric peste K (adica este radacina
unui polinom, nu neaparat unitar, cu coeficienti din K).

Putem demonstra acum un rezultat faimos. care sta la baza legaturii
dintre algebra comutativa gi geometria algebrica.

TEOREMA 1.12. (Teorema zerourtlor a lui Hilbert (Nullstellensatz),
forma slaba) Fie K un corp algebric inchis. Atunci orice ideal mazimal

al inelului de polinoame K[X1,..., X,] are forma (X —ay, ..., X —ay),
cua, ... a, € K.

DEMONSTRATIE. Pentru ay, ..., a, clemente arbitrare din K, ide-
alul M := (X — ay,...,X = a,) este maximal intrucat morfismul de
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surjectiv, de nucleu A. Reciproc. fie A/ € Max A. Din teorema 1.13
rezultd ca extinderca I C A/Af este algebricd. Cum NI este alge-
bric inchis, avem K =~ A/AM. Sec considerda a; € K corespunzand
clasei lui X; modulo M, pentru ¢t = 1, ..., n. Din X; —a; € M
si maximalitatea idealului (X — ay,..., X — a,) tragem concluzia ca

M=(X-a,.  .,X-a,). O

TEOREMA 1.13. Dacd L/ K este o extindere de corpuri $i L este o
K-algebrad de tip finit, atunci L/ K este algebricd.

K-algebre A = K[X,...., X)) — K, X, — a;.1=1...., n este

DEMONSTRATIE. Vom rationa prin inductie dupa numirul genera-
torilor zy, ..., z, ai K-algebrei L. Pentru n = 1 este clar cd L = K|[z]
este algebricd, in caz contrar L ar fi un inel de polinoame, in care nede-
terminata nu este inversabila. Presupunem ci n > 2 si ca proprietatea
este adevaratd pentru n — 1 elemente, dar este falsa pentru n elemente.
Dupa o eventuald renumerotare, gisim ca z, este transcendent peste
K. Cum L = K(z;)[z2,...,1,], din ipoteza de inductie rezultd cid L
este algebric peste K (z;). Pentru ¢ = 2, ..., n notdm u; € K|z,] coefi-
cientul dominant al unui polinom cu coeficientii din K[z,] care are ca
radacind z;. Fie u := uy---u,. Observidm cd L este K[z, %]—algebré
intreagd. Fie p un polinom ireductibil din K[z;] care nu divide u. Cum
1/p satisface o relatie de forma

m m—1
(})) + am_ (%) +---4a=0, (LiEA’[l‘l,i],HlZ 1,
dupa inmultirea cu p™ si cu o putere convenabild a lui u se ajunge la
bnp™ + b p™ '+ -+ bip+u® =0, cu b; € K[z;]. Din unicitatea
descompunerii in factori primi in inclul de polinoame se trage concluzia
cd p divide «* in K|z,], contradictie. O

Fie © : A — B un morfism de inele si S un sistem multiplicativ
inchis din A. Se aratd usor cd S~! 4-modulul S™!B are o structuri de
inel dacd se definegte operatia de inmultire interna in mod natural

b o by

s s ss
In plus, S™!B este izomorf cu inelul de fractii 7-'B al lui B in raport
cu sistemul multiplicativ T := u(S) al lui B. De asemenca. S7!'B este
o S~ !'A-algebrid via morfismul canonic S~ u.

Rezultatul urmator stabileste comutarea ludrii fractiilor cu luarea
inchiderii intregi.

b e Bgi s.5'€ S .

)

PROPOZITIE 1.14. In notafiile precedente avem
(S™ A)sryy = 871 (A)) -
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In particular, daca@ u este un morfism intreg (resp. intreg inchis),
atunci S™'u : S7'4 — S7'B este morfism intreg (resp. intreg inchis).

DEMONSTRATIE. Fic 2/s € S7'(A), cu z € A5 gi s € S. Atunci
existd n € N* si ag, ..., a,—, € A astfel incat " + ap,_1z" ' + -+
+a,z + ap = 0. Prin inmultirca acestei relatii cu 1/s™ in S~! A-algebra
S~1B, se obtine o relatie de dependenta intreagi a lui z/s peste S~1A.

Reciproc, se considerd z/s € (S7'A4)%_, 5 si o relatie de dependenta
intreagd a sa peste S™'A

T\"  Qp- zy-! a
(—) + "tl-(—) +--~+7°=0 , @, €A, teS,neN".
s s

Aceasta inseamna ci existd g € S astfel incat q(tz" +sa, 1z '+ +
+ags™) = 0, relatie ce aratd cd tqz € Alz. Prin urmare

Lol e 5y
S tgs

Dacd u este morfism intreg, atunci Ay = B, deci (S7'A)5_.p =

= S71(Ajg) = S7!B, ceea ce inseamna ci morfismul S~!u este intreg.
In cazul in care u este morfism intreg inchis avem A’y = A, astfel ci
(ST1A) 1y = S71(AR) = ST1A. a

COROLAR 1.15. Fie S un sistem multiplicativ inchis al unui dome-
niu normal. Dacd S nu confine 0, atunci S™' A este domeniu normal.

DEMONSTRATIE. Deoarece 0 € S, avem A C S7'!A C S7'K = K.
Din propozitia 1.14 rezultd ci S~!A este intreg inchis in corpul siu de
fractii K. O

LEMA 1.16. Fie A C B o extindere intreagd de inele, J un ideal in
B sil:=JNnA Atunci:

a) A/I C B/J este o extindere intreagd.

b) Dacd J contine un nondivizor al lui zero pe B, atunci [ # 0.

DEMONSTRATIE. a) Injectivitatea este asiguratd de ipoteza I =
= .J N 4. Restul rezulta din propozitia 1.14.

b) Dacd z € J este un nondivizor al lui zero pe B si satisface relatia
de dependenta intreagid de grad minim 2" + a,_ ;7" 4 - - 4+ a9 = 0,
cun > 0s a; € 4, atunci ag # 0, pentru ca In caz contrar, dupa
impartirca cu r € Z(B), obtinem o ecuatie de grad mai mic satisfacuta
de z. Cum ag € J N A =1, idealul I este nenul. O

LEMA 1.17. Fie A C B o extindere intreagda de domenii de integri-
tate. Atunci A este corp dacd i numai dacd B este corp.
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DEMONSTRATIE. Presupunem cia A este corp. Pentru y € B nenul
se consideri relatia de dependenti intreagi de grad minim y* +a, _;y" !
+--+ag =0, a; € A. Termenul liber ay este nenul, astfel ca avem
yl—ay (v P+ a, i+t ay)] = 1

Reciproc, daci B este corp, orice element nenul x € A are un
invers z=! € B. Dintr-o relatie de dependentd intreagd pentru z~! de
forma 27" + a1 " + -4+ ag = 0, unde q; € A, rezultd z7! =

=—@,_; — - —apaz" ! € A ]

In studiul morfismelor intregi sau intreg inchise de inele, un rol
important joaca urmatoarele notiuni.

DEFINITIE 1.18. Pentru o extindere de inele A C B se considera
conditiile:

LO: Pentru orice P € Spec A existd () € Spec Bcu QNA=P.

Se spune ca P este urma lui () sau ) sta peste P.

GU: Pentru orice P, P, € Spec A st Q; € Spec Bcu P, C P si
P1 = Q] N A exista Q2 € Spec B astfel incat Ql g QQ §1 P2 = Q2 N A.

GD: Pentru orice P, P, € Spec A §1 Q, € Spec Bcu P, C Py si
P, = QN A existd @, € Spec B astfel incat @, C @, 5i P, = @, N A.

INC: Orice doua ideale prime distincte (), ()2 ale lui B ce au aceeasi
urma pe A sunt incomparabile fata de incluziune.

Tehnica transferarii proprietatilor de la inel la morfisme permite
definirea analoaga a conditiilor LO, GU, GD si INC relativ la un mor-
fism u : A — B: referirile la intersectia )N A se inlocuiesc cu preima-
ginea u™1(Q).

Daca u* : Spec B — Spec A este aplicatia continua intre spec-
tre indusa de morfismul de algebre u, conditia LO este cchivalenta cu
surjectivitatea lui u*.

DEFINITIE 1.19. Fie A un inel nenul. Se spune cd un lant de ideale
prime ale inelului A

PyO P >...DP, (9)

are lungimea n. Un lang (9) se numegte saturat dacd pentru orice ¢ = 1,
...ns1 @ € Spec A, din P_;y D Q D P rezultd Q@ = P, sau Q = FP_,.

Indlfimea, resp coindlfimea, unui ideal prim P este definiti a fi
marginea superioard a lungimilor tuturor lanturilor (9) cu Py = P,
resp. P, = P. Ea se noteazi ht P, resp. coht P. Indlfimea unui ideal
arbitrar I < A se defineste a fi infimumul inaltimilor idealelor prime
asociate lui. Coinalfimea sau dimensiunea idealului I se definegte prin

coht I =dim A/T .
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Marginea superioara a lungimilor tuturor lanturilor saturate de ide-
ale prime ale lui A4 se numegte dimensiunea Krull a inelului A si se
noteazd dim A. Se defineste dimensiunca inelului nul ca fiind —1.

Evident, dim A=0 daci si numai daca Spec 4= Max 4 # (. Este
limpede cd dim Z = 1.

Tinand cont de corespondenta dintre idealele prime ale unui inel
si idealele prime ale unui localizat sau ale unci imagini omomorfe, sc
obtine

ht P=dimAp , cohtP =dimA/P

Evident, daca P € Spec A, atunci ht P = 0 daci si numai daca
P € Min A.

EXEMPLE. 1. Pentru orice numar prim p, morfismul canonic de la
Z la Z,, este intreg, fiind finit, dar nu satisface conditia LO. Explicatia
este simpla: corpul Z, are un singur ideal prim, a carui preimagine in
Z este pZ. Orice alt ideal prim din Z nu este in imaginea morfismului
spectral Spec Z, — Spec Z.

2. Conditia LO nu este satisficuta de extinderea Z C Q. Justifi-
carea este aceeasi ca si pentru exemplul precedent, dar de aceasta data

morfismul nu mai este intreg.
3. Orice extindere de inele A C B cu dim A = 0 satisface conditiile

LO, GU si GD, dar nu satisface conditia INC daca dim B > 1.

TEOREMA 1.20. Fie u: A — B un morfism injectiv gi intreg de
inele. Atunci:

a) u* : Spec B — Spec A este aplicafie surjectivd.

b) Imaginea prin u* a oricdrei muliimi inchise din Spec B este
mulfime inchisd in Spec A.

¢) Eztinderea A C B satisface condifia INC.

d) u* induce un 1zomorfisin intre Nlax B si Max A. Altfel spus, un
ideal prim Q al lut B este mazimal dacd $i numai daca QN A este ideal

mazimal in A.

DEMONSTRATIE. a) Vom arata mai intdi BN A4 C P pentru orice
P € Spec A. Fiex € PB i 2" + ap_ 12" ' + -+ + ag = 0 o relatie de
dependentd intreagd satisficuta de x. Cum r € Radg(PB), inscamna
cd x este intreg peste I°. deci a; € P. Daca 2" € PB N A, rezulta
2™ € P gi prin urmare r € P.

Relatia demonstrata in paragraful precedent se exprima echivalent
PBNS =0, unde S := A\ P. Conform lemei lui Krull existi un
ideal prim @ al lui B astfel incat PB C @ si @ NS = @ Prin urmare
PCPBNACQ@NACP.
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b) Fie J < B i I :=JnN A Extinderea A/I C B/J este intreaga
conform lemei 1.16 si satisface proprietatea LO 1n virtutea punctului
a). Din corespondenta existentd intre idealele prime ale inelului A//
gi mul{imea inchisd V(I) a lui Spec A rezulta ca u*(V(J)) = V(I).

¢) Fie ), Q2 € Spece Beu @y C Q251 P=0Q,NA =Q2NA. Atunci
extinderca A/P C B/Q, este intreagd, iar (2/Q); este un ideal prim al
domeniului de integritate B/Q, a carui urma pe A/P este nuld. Din
lema 1.160) rezultd Q,/Q; = 0, adicd Q; = Q».

d) Afirmatia este o parafrazd a rezultatului stabilit in lema 1.17,
aplicatd pentru extinderea de domenii A/P C B/Q. O altd demonstra-
tie foloseste urmatoarele argumente:

Fie Q € Spec B i P := QN A. Dacid A/P este corp, cum B/Q
se obtine adjunctionand elemente algebrice la A/ P, inseamni cd B/Q
este corp. Reciproc, daca B/Q este corp, idealul nul este singurul sdu
ideal prim. Din proprietatea LO se deduce ca unicul ideal prim din
A/ P este idealul nul. O

COROLAR 1.21. Orice extindere intreagad satisface condifia G'U.

DEMONSTRATIE. Fie P;, P, € Spec A, Q, € Spec Bcu P, C P,
si Q1N A= P. Aplicim extinderii intregi A/P; C B/Q; proprietatea
LO pentru @,/ P, € Spec (A/P). O

TEOREMA 1.22. (Teorema GU a lui Krull-Cohen-Seidenberg) Orice
extindere intreagd de inele A C B satisface conditiile LO, GU gi INC.

In plus dim A= dim B.

DEMONSTRATIE. Prima parte a fost deja stabilitd. Ultima afirma-
tic se demonstreaza astfel: conditia GU implica dim A < dim B. Ine-
galitatea contrard este consecinta proprietatii INC: orice lant saturat
de ideale prime din B produce un lant saturat de ideale prime din

A d

ExemprLu. Dacid v : 4 — B este un morfism intreg neinjectiv,
atunci nu rezulta ca v are proprietatea LO. De pildi, pentru morfismul
canonic v : Z — Z/2Z nu existd nici un ideal prim in cosursa care sa
stea peste idealul nul din Z.

Avand in vedere relatiile ht @ = dim Bg si coht @ = dim B/Q,
deducem:

COROLAR 1.23. Daca A C B este o extindere intreaga de inele si
Q € Spee B, atunct

htQ < ht (QN A), coht Q@ = coht (QN A) .
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COROLAR 1.24. Daca u : A —> B este un morfism injectiv $
intreg de inele cu B inel noetherian, atunci u* : Spec B — Spec A
este aplicatie finitd (i.e. pentru orice P € Spec A, existd doar un
numdr finit de ideale prime Q) din B ce stau peste P).

DEMONSTRATIE. Conform proprietatii LO, idealul PB este conti-
nut intr-un ideal prim ) din B ce std peste P. Din conditia INC rezulta
cd idealele prime din B ce stau peste P sunt exact cele minimale peste
PB. Dar intr-un inel noetherian existd doar un numar finit de ideale
prime minimale. (]

In continuare punem in evidentd conditii suficiente ca o extindere
intreagd sia aiba proprietatea GD. Pentru demonstratie sunt necesare
cateva pregatiri.

DEFINITIE 1.25. Fie A un domeniu de integritate cu corp de fractii
K, L o K-algebrid si z € L un element intreg peste K (echivalent, z
este algebric peste K, adicd rdddcina unui polinom nenul din K[X], nu
neapdrat unitar). Multimea

I(z) :={g € K[X] : g(z) =0}
este nevidid. Se verificd ugor cd I(z) este un ideal nenul din inelul
principal K[X]. Generatorul unitar al lui J(z) se numeste polinomul
minimal al lui z peste K.

Daca L este domeniu de integritate, idealul I(z) este prim, pentru
cddin f = gh,unde g, h € K[X]cu0 < grad g < grad f si g(x)h(z) =0
rezultd g € I(z) sau h € I(z). In consecinti, polinomul minimal al lui
t este ireductibil in acest caz. In general, insd, un polinom minimal nu
este neaparat ireductibil.

LEMA 1.26. Fie A un domeniu normal de corp de fractiz K, [
un ideal radical in A g1 L un corp ce confine K. Dacd x € L este
intreg peste I, polinomul sdu minimal f peste K are forma f = X"+
+a, X" '+ +aycua, €1,i=0,...,n-1.

DEMONSTRATIE. Fie 2, = z, x5, ..., x, rddacinile lui f intr-o
inchidere algebrica K a lui K. Polinomul f fiind ireductibil, grupul siu
Galois actioneaza tranzitiv pe multimea radacinilor Iui f. Altfel spus.
existd un I -automorfisin al lui K care duce 2 in oricare alt clement
T, 1 = 2, ..., n. Rezultd cd toate radacinile x; sunt intregi peste
I. Cocficientii a; sunt functii simetrice elementare de radécini, deci
apartin idealului Rad (IA%). Ipoteza A domeniu normal inseamné
A = A, prin urmare Radq, (IA%) = Rads(I) = I, intrucat I este
presupus a fi ideal radical in A. O
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TEOREMA 1.27. (Teorema GD a lui Krull-Cohen-Seidenberg) Fie
A C B o extindere intreagd de inele. Presupunem ca A este un domeniu
normal st ca orice element nenul ol lui A este nondivizor al lut zero in
B. Atunci extinderea satisface conditia GD.

DEMONSTRATIE. Vom demonstra cazul particular B domeniu. O
demonstratic completd se gaseste de pildd in [1].

Fie Py, Py, € Spee A, ) € Spec Beu P C P si QNA = P,
Consideram sistemele multiplicative Sy := A\ P, T» := B\ Q; si
S:={st:seS,te Ty} Vomarita PBNS = (. Din lema lui
Krull va rezulta existenta unui ideal prim @, din B care contine P, B
si astfel incat @; NS = 0. Cum T, C S, vom avea @, N T, = @, deci
Q1 C Q,,1ardin S; C S va decurge @ NS, =0si @y NAC P. Dar
PiB C @, implica P, C Q; N A, iar P, # P, implica Q; # Q-.

Sa presupunem ca exista x € PLBNS. Atunci z este intreg peste
P, si conform lemei precedente, polinomul sidu minimal peste corpul de
fractii K al lui A are forma f = X" +a,_, X" '+---+ap, cuq; € P,
1=0,...,n—1 Cumz € S, exista s € 5| gi t € T, astfel ca x = st.
Polinomul minimal al lui t = z/s peste K este

‘X’n‘i‘(%X"_l‘*“"‘i"%%,
ai carui coeficienti sunt din A intrucat ¢ este intreg peste A. Asgadar,
elementele b; := a,;/s""", 1 =0, ..., n—1, sunt din A si satisfac relatiile
b;s"~* € P;. Cum s nu apartine lui Py, rezulti b; € P, pentru orice ¢,

0 < i < n, ceca ce Inscamni ci t este intreg peste P;. Atunci avem
t € Radg(P,B) C Q,. S-a contrazis alegerea t € S, = B\ Q». a

COROLAR 1.28. In ipotezele teoremei GD, avem ht Q = ht (QN A)
pentru orice ideal prim @ ol lui B.

DEMONSTRATIE. Stim decja ¢a urma are inaltimea cel putin egald
cu indliimea lui . Din teorema rezultd cd din orice lant saturat de
ideale prime din A ce se termind cu @ N A putem construi un lant de
ideale prime din B ce se termind cu @ si de acecagl lungime. O

O frumoasa generalizare a teoremei GD a lui Krull-Cohen-Seidenberg
a fost obtinutd de T. Dumitrescu [9].

TEOREMA 1.29. (Dumitrescu) Fie A C B o extindere intreagd de
inele cu proprietatea cd pentru orice © € B, dealul I(x) al lui A[X]
este principal. Atunci extinderea satisface condifia GD.

EXERCITII.

1. Pentru o A-algebra B, I ideal in A i z € B, urmatoarele conditii
sunt echivalente:
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(1) x este intreg peste I,
(i¢) existd un A[r]-modul fidel (i.e. AnnyE = 0) care este
A-modul finit generat si pentru care zF C IF.

2. Inelul Z[v/=5] este domeniu normal, dar nu orice doui elemente
ale sale admit un cel mai mare divizor comun.

3. Fie (Ax)xea o familie de subinele normale ale unui domeniu de
integritate. Aratati cad Nycp A este domeniu normal.

4. Urmadtoarele conditii sunt echivalente pentru un domeniu de

integritate A:

(1) A este domeniu normal,
(11) Ap este domeniu normal pentru orice P € Spec A,
(7i1) Aps este domeniu normal pentru orice M € Max A4.

5. Daca extinderea A C B satisface conditia GU, atunci ea satisface
si conditia LO.

6. Daca extinderea A C B satisface conditiile GU si INC, atunci
dim A= dim B.

7. Fie K un corp si polinomul f € K[X,,..., K,] ale cirui com-
ponente omogene sunt fo, ..., f;, cu f; polinom nul sau omogen de
grad 7, « = 0, ..., m. Presupunem ca f, # 0 este produs de poli-
noame ireductibile distincte. Aritati ci inelul K[f] este intreg inchis
in K[X),..., K,] si corpul K(f) este algebric inchis in K (X, ..., K,).

8. Fie A C B o extindere intreaga de inele. Dacid B este inel local
(resp. semilocal), atunci A este inel local (resp. semilocal).

9. Si se arate ca orice inel redus este intreg inchis in inelul de
polinoame intr-o nedeterminata peste el.

10. Fie A = Z¢. S& se arate ci:

a) extinderea Z C A este intreagd, dar nu este finité;

b) P = P? pentru orice P € Spec A;

¢) singurul ideal prim din 4 finit generat este idealul nul;
d) A nu este inel noetherian;

e) A nu are elemente prime.

11. Pentru orice A-algebra B, inchiderca intreagda a inelului de
polinoame A[Xy,..., X,] in B[X|,..., X,] este AR[X,. ..., X,].
12. Fie d un intreg liber de patrate. K = Q(Vd) si A = Z.. S
se demonstreze:
a) Dacid d = 2 (mod 4) sau d = 3 (mod 4), atunci A = Z[Vd].
b) Daci d = 1 (mod 4), atunci A = Z[(1 + V/d)/2].
13. Pentru d # 1 un intreg liber de pitrate i d = 1 (mod 4),
domeniul Z{v/d] nu este normal.
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14. Fie K un corp. Orice K-algebra A continutd in inelul de
polinoame intr-o variabild K[X] este finit generatd gi arc dimensiunca
cel mult unu.

15. Pentru orice inel A, extinderea A C A[X] satisface conditiile LO
si GD, dar nu si conditia INC. Pentru dim A > 1, nu este satisficuta
nici conditia GU.

16. Un morfism de inele u : A — B indeplinegte conditia GD daca
51 numai dacd pentru orice ideal P € Spec A si orice Q € Min (B/PB)
avem u™!(Q) = P.

17. Fie A un domeniu de integritate, a si ¢ elemente ale sale i
B := A[X]/(X?+ aX + c). Si se arate cd pentru orice b € B, idealul
I(b) al lui A[X] format din toate polinoamele care se anuleaza in b este
principal.

18. Pentru A C B o extindere de inele, idealul

fB/A ::{aEA : aBgA}

este numit conductorul lui B in A.
a) Ardtati cd fp/4 este cel mai mare ideal din B continut in A.
b) Dacd B este A-algebra finitd si S C A este un sistem multiplicativ
inchis, atunci
fs-18/s-14 = S™(fBa) -
19. Fie A un domeniu de integritate a cirui inchidere intreagi A
in corpul de fractii K este A-algebra finita.
a) Pentru P € Spec A, Ap este Intreg inchis in K dacd si numai
dacd P nu contine idealul fz,4.
b) A este domeniu normal dacd si numai daca A, este intreg
inchis in K pentru orice M € Max A.

2. Lema de normalizare

Multa vreme, algebra comutativd a insemnat studierea inelelor de
polinoame cu coeficienti intregi sau intr-un corp. Nu doar familiaritatea
cu aceste inele a favorizat aceasta situatie, ci si bogatia proprietatilor ce
asteptau si fie puse in evidenta. Rezultatul central al acestei sectiuni
aratd ci un inel de tip finit peste un corp este modul finit generat
peste un inel de polinoame cu cocficienti in corpul respectiv. Un ast-
fel de rezultat, pe langa consecintele ce decurg nemijlocit din cl, are
valoare arhetipald, dupa acest model fiind ulterior obtinute teoreme de
structurd pentru inele locale complete.

DEFINITIE 2.1. O algebra A de tip finit peste un corp K este numita
K -algebra afina. Daca in plus A este domeniu de integritate, se spune
ca A este K-domeniu afin.
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LEMA 2.2. Fie f un element din inelul de polinoame KX, ..., X,]
in care nedeterminata X, apare efectiv. Atunci:

a) Ezistd numere naturale nenule vy, ..., r,_; astfel incat dupd
efectuarea substitufier Y; = X, — X', 1 < i < n, f sd aibd forma c X'+
+a X™ '+t gn, cum€eN, ceK,c#£0sig, € K[Y),...,Yn 1]
pentrul <1< m.

b) Dacd K este infinit, aceeagi formd pentru f poate fi objinuta
cu o substitufie Y; = X; — ¢;X,,, unde ¢;, 1 < i < n, sunt elemente
convenabil alese din K.

DEMONSTRATIE. Fie f = Zae,“_ean‘ - X5 cu ae, ., € K.
a) Dupa efectuarea unei substitutii cu alura indicatd, f devine

3 ey e (Vi 4 X[ Yooy + X[t X =

= E Qey...en (X1 Hmm1en-1%en 4 polinom de grad mai mic in X,) .

Ideea este de a alege r; suficient de mari astfel ca exponentii lui X, sa
fie distincti. Se poate pune r; = t* pentru ¢ cel mai mare dintre indicii
e, ..., én pentru care exista coeficient a., ., nenul.

In cazul b) considerdm componentele omogene fo, f1, ..., fm ale lui
f,cu f; € K[Xy,...,X,] polinom nul sau omogen de grad j, 0 < j <
< m, si f, # 0. Prin substitutia indicata se gasegte

f=fm(=c1,..., —ca_1, 1) X" + polinom de grad mai mic in X, .

Observam ci f,,(X,,...,X,_1,1) este polinom nenul intrucat f,, este
polinom nenul i omogen in Xy, ..., X,,. Un rationament prin inductie
dupa numarul variabilelor conduce la concluzia ca se pot gasi cy, ...,
cn-y € K astfel incat f,,(—cy,...,—ch_1,1) #0. O

TEOREMA 2.3. (Lema de normalizare) Fie A o algebrd afind peste
un corp K st I C A un ideal. Ezistd numere naturale h < d s1 elemente
Y1, - Ya € A astfel incat

a) yi, --.. Yyq sunt algebric independente peste K,
b) A este K[yy,....y4)-algebrd finitd,
o) INK{y, ... .ydl = (Yns1:-- - Va)-

DEMONSTRATIE. Concluzia anuntatd cste obtinutd in mai multi
pasi.

Pasul 1. Cazul in care A este inel de polinoame K[X),...,X,] si
I este ideal principal, generat de un polinom ncconstant f.

In aceastd situatie se poate aleged=n,y, = f st y1, ..., Yo Ca
in lema 2.2. Din relatia

O=f—yu=cX] + @ X+ 4 gm — ¥n

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



2. LEMA DE NORMALIZARE 55

cu g, € Klyr...., Yn—1] rezultd cd X, este intreg peste algebra de
polinoame K[y, ...,y.). Intrucat A = Klyi,...,yn)[Xa], am obtinut
conditia b).

Elementele yy, ..., ¥, sunt algebric independente peste K pentru

cd in caz contrar K(yy,...,y,) = K(X),...,X,) ar avea gradul de
transcendentd peste K strict mai mic decat n. Ramane si stabilim
proprietatea c¢). Orice element g € I N K|y, ...,yn| se scrie g = fu,
cu u € A. Conform conditiei b), u verificd o relatie de dependentd
intreagd peste K[y, ..., yn):

uH+but 4+ 4+ b, =0, unde s > 0si b; € K(y1,...,¥n] -

De aici se obtine imediat egalitatea ¢° + biy,g° ' + -+ + by = 0,
care conduce la concluzia ci y, divide g in inelul K[y,...,y,]. Am
ardtat, asadar, INK[y,...,ya] C (yn). Cum incluziunea contrari este
evidentd, conchidem ca proprietatea c) este satisficutd de h = n — 1.

Pasul 2. A este inel de polinoame gi [ este un ideal, nu neaparat
principal.

Cazul I = 0 nu necesita justificare. Putem presupune ca I contine
un polinom neconstant f. Vom demonstra prin inductie dupd numarul
de variabile n.

Pentru n = 1, A este inel principal §i am trangat acest caz la
pasul precedent. Fie n > 1 si y;, ..., y, alesi ca la Pasul 1. In-
vocand ipoteza de inductie pentru I N K(y1,...,Yn—1), se gisesc ele-
mente t,, ..., t4—1 € K[y1,...,yn—1] algebric independente peste K
astfel incat Klyi,...,yn—1] este K(t1,...,ts—1]-modul finit generat si
INK[ty, ..., tg-1) = (tas1,. -, tq—1) pentru un numdr natural h < d-1
convenabil. Atunci K[y;,...,yn] este K[ti,...,ta-1,Yyn}-modul de tip
finit si deci A este K[t1,...,ts—1, ys)-modul finit generat. De aici se
deduce ca d = n i ca ty,...,tq_1, Yo sunt algebric independente peste
K. Dacid K este infinit, putem alege ¢; (¢ = 1, ..., h) combinatii liniare
de y; (j = 1....,n — 1) cu coeficienti din K, incit primele A dintre
elementele ¢; se exprima liniar in functie de X, ..., X,,.

Orice f € INK|ty,...,t,_1,yn] se poate scrie sub forma f = g+uy,,
unde g € INK[ty, ..., tam1] = (thaty - tam1) Siu € K[y, ..., taz1, Ynl.
De aici se deduce ci idealul I N K([ty, ..., t,-1,yn]| este generat de tp,

c ey tn—lv Yn-

Pasul 3. Cazul general: A = K[X,,...,X,]/J, cu J ideal propriu.

Conform celor stabilite la Pasul 2, existi un numar natural
d < n st o subalgebrd Kyi,...,y,] a lui K[X1,...,X,] astfel incat
JNO Ky, yn) = (Ydr1,---+YUn)y €U Y1, ..., Y4 combinatii liniare
de Xy, ..., X, dacia K este infinit. Intrucat Y1, --., Yq sunt alge-
bric independente peste K, imaginea lui K[yi,...,y,] in A poate fi
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identificatd cu o algebra de polinoame K[}7..... Yyl In plus, A este
K[Y,...,Yq-modul finit generat. Aplicim Pasul 2 pentru urma ide-
alului considerat L := I N K[Y},...,Y,]. Se giscste o subalgebra de
polinoame Kt;,...,tq] C K[Y},...,Y,] astfel incat aceastd extindere
este intreagd, L N K(t1,...,tq = (ths1,-..,%4), unde 0 < h < d si,
in ipoteza cd K este corp infinit, ¢}, ..., t, sunt combinatii liniare de
Y, ..., Yy, deci si de imaginile lui X, ..., X, in A. Concluzia dorita
rezultd observand cd A este K[ty, ..., t4)-algebri finitd datorita tranzi-
tivitatii extinderilor finite. g

DEFINITIE 2.4. Pentru o K-algebrd afind nenula A, subalgebra sa
Ky, .- .,yq) este numitd normalizare Noether daci y,, ..., yq sunt
algebric independente peste K si A este K[yi,...,yq)-modul de tip
finit.

Existd o versiune mai tare a lemei de normalizare, care permite
tratarea unui lant finit de ideale dintr-o algebra afind. Enuntul si
demonstratia se gisesc in [19] sau [2].

Lema de normalizare impreuna cu teoremele Krull-Cohen-Seidenberg
au aplicatii diverse.

COROLAR 2.5. Fie A C B o estindere de tip finit de inele, cu
A domeniu de integritate. FEzistd un element nenul a din A §t o
A-subalgebrd C a lui B, izomorfd (ca A-algebrd) cu o A-algebrd de
polinoame, astfel incat extinderea C, C B, este intreagd.

DEMONSTRATIE. Fie S := A\ {0} si z, ..., z, un sistem de gene-
ratori ai lui B ca A-algebrd. Atunci S™'B este algebra de tip finit peste
corpul de fractii K = S7'A al lui A. Aplicind lema de normalizare
pentru idealul nul din S™!'B, se gisesc z;, ..., z, € S™!B clemente
algebric independente peste I astfel incat extinderea K[xy,...,z,] C
C B sa fie intreagd. Imaginea in S7'B a ficcirui generator z; verificd
o relatie de dependentd intreaga de forma

(?)HJ + Z STy, .. ,.1,'")(“1—1)’c =0.unde fx; € K[ry,...,x,] .
k<n;
Alegem @ un numitor comun pentru ry, ..., £, i toti coeficientii din
polinoamele fi;, obtinand relatii de forma

n k . .
asz+ngjzj:0, 1<5<r,
k(n_,'

unde g;; sunt polinoame in ¥y, := ax,, ..., Yo := ax, cu coeficienti in

A. Prin urmare az), ..., az, sunt clemente intregi peste inelul C :=
= Aly1, ..., ¥a]. Cum vy, ..., y, sunt algebric independente peste A,
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rezultia ca C este izomorfa cu o A-algebra de polinoame. In inelul
B, = B[}] = Alzy...., z)[1) avem 2;/1 = az;/1 - 1/a, deci /1, ...,

z,/1 sunt intregi peste C,. O

COROLAR 2.6. Fie A domeniu de integritate, K corpul sdu de
fractii st L/K o extindere de corpuri. Daca L este A-algebra de tip
finit, atunci L este extindere finita a lut K §i existd a € A, a # 0,
astfel incat K = A,.

DEMONSTRATIE. Din corolarul precedent decurge existenta unor

elemente z,, ..., z, € Lsia € A, a # 0, astfel incat z,, ..., z,
sunt algebric independente peste A, deci si peste K, iar extinderea
Alxy, .. zn, %] C L este intreagi. Dar singurele elemente inversabile

dintr-un inel de polinoame cu coeficienti intr-un domeniu C sunt
elementele inversabile din C. Folosind aceasta observatie pentru C :=
:= Az}, rezultd n = 0 si deci C este corp, continut in corpul de fractii
al lui A. Atunci K = C = 4,. Extinderea K C L fiind intreaga si de
tip finit, ea este finitd conform corolarului 1.5. O

PROPOZITIE 2.7. Dacd K[y, . ..,y4) C A este o normalizare Noether,
atunct dim A=d. Dacd in plus A este domeniu de integritate, toate
lanturile mazimale de ideale prime din A au lungime d.

DEMONSTRATIE. Se gtie din teorema GU cd dim Ky, ...,y4 =
= dim A. Deoarece lantul de ideale prime din K|y, ...,y

0C (1) € (y1,y2) C ... C(v1y---,Ya)

are lungimea d, obtinem dim A > d. Vom ardta cd pentru un lant
arbitrar de ideale prime din A

QC@Q C...CQn (10)

avem m < d.
Rationdm prin inductie dupid d. Notdm P, := Q, N K[yi, ..., yd],
1=0, ..., m, ¢i notdm ca in lantul / C P, C P, C ... C P, nu sunt

repetitii (din cauza conditiei INC, indeplinita conform teoremei 1.20).
Pentru d = 0 nu avem nimic de demonstrat. Presupunem ca d > 1
si cd asertiunea a fost stabilitd pentru algebrele de polinoame in mai
putin de d variabile. Evident putemn presupune gi ca m > 1.

Din lema de normalizare decurge existenta unei normaliziri Noether
Klty,...,td) € Kly1,...,94) cu PPN K[ty,...,tq) = (ths1,--.,tq) pen-
tru un anumit intreg 0 < h < d. Din teorema 1.20 gi din fap-
tul ca idealul P, este nenul rezulta h < d. De aici se deduce ca
Klti,...,ty) C Klty,...,tq]/ P, este normalizare Noether cireia i se
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poate aplica ipoteza de inductie, rezultand cd lungimea lantului de

ideale prime
0OCPhR/PC...CP,/P (11)

satisface inegalitateam —1 < h. Prin urmare m—1 < h < d—1, adica
m < d.

S&a presupunem in plus cd lantul de ideale prime (10) este maximal
dacd A este domeniu de integritate. Vom arita prin reducere la ab-
surd c3 lantul (11) este lant maximal de ideale prime din K[y, ..., y4]-
Presupunem ca existd un indice 7, 0 < 7 < m, si un ideal prim continut
strict in P, §i care contine strict P;. Alegem o normalizare Noether
Klt,...,tadd € K[y, ...,yd) astfel ca P,N K[ty,...,ta] = (ths1,---,ta)
pentru un numdr natural h < d. Atunci K|t,...,t,] C K[ty,...,td/P;
este normalizare Noether. Cum exista un ideal prim nenul al inelului
Kl[t1,...,ta]/P; continut strict in P,4,/P;, inseamnd c& in K[t,, ..., 4]
existd un ideal prim nenul conginut strict in P /(P; N K[ty ..., t4]).
Rezultd Qo = 0 5i @, € Max A. Cum Py = 0 si P, este ideal maxi-
mal al lui K[y;,...,yq|, din teorema 1.20 se deduce c& lantul (11) este
saturat gi maximal.

Demonstram acum m = d prin inductie dupd d. Cazul initial
d = 0 este clar, deci presupunem d > 1. Consideram o normalizare
Noether K([ty,...,ts) C Klyi1,...,yq) pentru care P, N K[ty,...,t4) =
= (thy1,.--,tq).- Din corolarul 1.28 avem ht (P, N K[t,...,tq]) =
= ht P, = 1, ceea ce implicd h = d — 1. Atunci (11) este un lant maxi-

mal de ideale prime din K|t,...,t; ;] ciruia i se poate aplica ipoteza
de inductie pentru a conchide ca are lungimea d — 1. De aici rezulta
m = d. 0

Rezultatul tocmai demonstrat aratd ca algebrele afine au dimensi-
une finitd. Vom arata ca exista inele noetheriene de dimensiune infinita.
Cum vom vedea ulterior, existd domenii de integritate noetheriene de
dimensiune finita in care se gasesc lanturi maximale de ideale prime de
lungimi diferite.

O constructie simpla ce furnizeaza exemple de incle noetheriene
de dimensiune infinitd a fost expusd de M. Nagata. Acesta demon-
streaza un criteriu de noetherianitate (propozitia 2.9 de mai jos) din
care rezultd cd pentru inelele semilocale, noetherianitatea este o pro-
prictate locala.

LEMA 2.8. Fie A un inel, I st J doud ideale ale lut A. Dacd [ Ay =
= J Ay pentru orice ideal mazimal M al lut A, atunct [ = J.

DEMONSTRATIE. Pentru I C J, concluzia rezultd din principiul
local-global aplicat A-modulului J/I. Pentru a reduce cazul general
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la aceasta situatie. se {oloseste I C I + . g1 comutarca localizirii cu
sumele de module. O

PROPOZITIE 2.9. Fie A un el cu urmatoarele proprietati:

a) Apy este inel noctherian pentru orice M € Max A,
b) orice element nenul al lui A este confinut doar intr-un numdr
finit de ideale marimale.

Atunci A este inel noetherian.

DEMONSTRATIE. Vom arata ca orice ideal nenul I este finit ge-
nerat. Fie Ay, ..., M toate idealele maximale ce contin un element
nenul a din /. Evident I nu este continut in alte ideale maximale.
Pentru i = 1, .... s alegem o multime finitad de elemente din I ale
caror imagini in Ay, gencreaza 1A, si notdm U reuniunea lor. Daca
J este idealul gencrat de multimea finitd UU {a }, avem JAp = T Ay
pentru M € {M,... M} si JAy = Ay = [Ap pentru celelalte
ideale maximale. Din lema precedentd se obtine I = J. a

EXEMPLU de inel noetherian de dimensiune infinita.

Fie R := K[X, : n € N] inelul de polinoame de o infinitate
numarabild de nedeterminate peste un corp K §i (n;);cn un sir strict
crescitor de numere naturale pentru care girul (n;41 — n;);eN este
nemarginit. Pentru j € N notdm P; idealul lui R generat de X, cu
n; < i < n4y. Intrucat Pj este ideal prim, S := N;en(I2\ P;) este
sistem multiplicativ inchis. Idealele maximale ale inelului de fractii
A = S7'R sunt de forma M; := P;A, j € N. Din izomorfismul
Any ~ K[X,,, Xo 1, -, Xoyy, <] rezultd cd A indeplinegte conditia
a) din propozitia precedentd. Un element nenul a al lui A provine
dintr-un polinom f din I? in care apar efectiv doar un numdir finit de
nedeterminate. Pentru indicii j pentru care n; depageste acest numar
avem f ¢ P, deci a ¢ M;. Conchidem ca si conditia b) din ipoteza
propozitiei 2.9 este indeplinita. In consecintd, inelul A este noetherian.

COROLAR 2.10. Fie P C Q 1ideale prime ale unei algebre afine
A. Toate lanfurile marimale de ideale prime de extremitafi P i Q au
aceeagt lungime dim A/P — dim 4/Q.

DEMONSTRATIE. IFie I’ =Py, c P, C ... C P, = ) un astfel de
lant gi B := 4/P. Lantul saturat 0 C /P C ... C P,,/P din B poate
fi prelungit pana la un lant maximal de ideale prime din B. Lungimea
acestuia este dim B conform propozitiei precedente, iar portiunea sa
care incepe cu (/P corespunde unui lant maximal de ideale prime din
algebra afind A/Q. Asadar. m = dim A/P — dim A/Q. ]
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COROLAR 2.11. Fie P,. ..., P idealele prime minimale ale
K -algebrei afine A g1 L, corpul rezidual in P, (i=1, ..., s).

a) dim A = max{ trdeg, L; : i =1,2,...,5}.

In particular, dim A= trdegy, L dacd A este domeniu de integritate
de corp de fracfii L.

b) Dacd dim A/P; = dim A/P; pentru 1 <1i < j < s, atunci

dim A = ht P + dim A/P pentru orice P € Spec A .

DEMONSTRATIE. Intrucat orice lant maximal de ideale prime din A
incepe cu un ideal prim minimal, este suficient sa demonstram afirmati-
ile pentru domenii de integritate. Pentru A domeniu se considerd o
normalizare Noether K[y;,...,y4s) C A. Evident d = dim A coincide
cu gradul de transcendenta al lui L peste K. Relatia de la b) rezulta
din corolarul 2.10. 0

COROLAR 2.12. Dimensiunea unei K-algebre afine coincide cu nu-
marul mazim de elemente din A care sunt algebric independente peste
K. Daca B C A este o alta K-algebra afing, atunct dim B < dim A.

DEMONSTRATIE. Notam d = dim A si observam ca din lema de
normalizare rezultd ca este suficient sa aratim ca dacd z;, ..., z, € A
sunt algebric independente peste K, atunci m < d. Daca P, ..., P;
sunt idealele prime minimale ale lui A, avem

S S

0= ((VP)NKlz,....zn] = (PN K[z, ., 2m])

i=1 i=1
intrucat nu exista elemente nilpotente nenule in inelul de polinoame
C := K|[zy,..., zn]. Din aceasti egalitate gi din faptul ci C este dome-
niu de integritate se deduce existenta unui indice 7, 1 <1 < s, astfel ca
P,NnC = 0. Prin urmare C' C 4/P;. Notand cu L corpul de fractii al
lui 4/P;, din corolarul 2.11 se obtine

m = trdeg, C < trdeg, L <dim A .

Pentru a demonstra ultimma parte a concluziei, observam ca orice cle-
mente din B care sunt algebric independente peste K raman algebric
independente cand sunt considerate ca elemente ale lui A. U

COROLAR 2.13. Fie A i B doud K -algebre afine nenule §i L/K o
ertindere de corpuri.
a)dimA = dim(L @k A) , dim(A ®x B) =dim A+ dimB .
b) Dacd A este domeniu de integritate, atunci
dim A = dim(L @ A)/P
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pentru orice ideal prim minimal P al lui L ®x A. Dacd i B este
domeniu de integritate, atunci

dim(A ®k B)/Q = dim A + dim B
pentru orice ideal prim minimal Q) al lut A @k B.

DEMONSTRATIE. Se considerd normalizari Noether K|y, ..., y4] C
C Asi K(z,...,2z]) C B. Folosind izomorfismele canonice

L®KK[y1"-')yd]:L[yl"-'yyd]a

K[yl)"‘ayd] ®K K[Z],...,Zt] :K[ylv"wydr‘zlw"azt] y
se verificd usor cd L{y;, ...,y C L®xk A §i K[y1,.--,Ya,21,---,2) C
C A®j B sunt normaliziri Noether. Cu aceasta, deducerea formulelor

de la punctul a) se incheie.
Pentru a demonstra b), notdm cu F corpul de fractii al lui A si
folosim diagrama comutativa de inele cu morfisme injective canonice

L®KK[y1,...,yd] e L®KA

! l

Lk K(yr,-..,ya) — L®k F

Intrucat existd o bazi pentru F peste corpul K (y1, .. ., Ya), rezulta
cd L ®k F este L ®k K(y,...,yqs)-modul liber. Prin urmare, orice
element nenul din L ®x K(yi,...,ys) este nondivizor al lui zero in

L ®k F. Deducem ¢ PN (L ®x K[y1,..-,y4)) = 0 pentru ci P, fiind
ideal prim minimal in L ®k A, constd doar din divizori ai lui zero.
Atunci L[y, ...,ys] C (L ®x A)/P este normalizare Noether cireia i
se aplica propozitia 2.7 pentru a obtine prima dintre egalitatile de la
b). A doua formuld de la b) se demonstreaza aseminator cu ajutorul
diagramei comutative

Klyi,...,ya) ®k Klz1,..., 2] —— A®k B

l |

1{(y1,...,yd) ®KK(21,...,Z¢) — A®[(N

unde /V este corpul de fractii al lui B. O

EXERCITIL.

1. In conditiile st notatiile lemei de normalizare, ardtati ca pentru
I ideal prim gi K corp de caracteristicd zero existd g, un polinom in
Yy cu coeficienti in K (Y4, ..,Y,) astfel incat

QA/I) = K(Yas1, -, Ya)[Ya]/(gn) -
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2. Fie fi, .... f, polinoame in nedeterminata T cu coeficienti in-
tr-un corp A astfel incat K[T] este extindere finitd a subalgebrei
A= K[fi,....[.] st K(T) = N(fy,....fn). Ardtati ca T este ele-

ment intreg peste A.

3. Functia Hilbert-Samuel

Teoria dimensiunii Krull a algebrelor afine este bine pusa la punct
gi gi-a dovedit utilitatea In algebra si geometria algebricd. Tentatia de
a o extinde la alte clase de inele este puternicia. Reusita in contextul
urmator.

O functie numericd f : Z — Z este numita funcfie polinomiald
(de grad d) daca, pentru valori suficient de mari ale argumentului, ia
aceleasi valori ca i un polinom (de grad d) de o nedeterminatid cu
coeficienti rationali.

In acest context este util a accepta conventia ca gradul polinomului
nul si fie —1. Este clar ca existd un singur polinom care coincide
cu o functie polinomiald; acest polinom se numeste polinomul asociat
functiei polinomiale.

Pentru a explicita definitia, fixdm o bazi a spatiului vectorial Q[X]
peste Q. Din motive ce vor transpare curand, este preferabil a considera
baza formata din polinoamele

X X(X-1)---(X-k+1) X
= > = 1.
<k> o pentru k > 1, 0 1

Asadar, pentru o functie polinomiala f de grad d > —1 existda un
numdr natural ng si ¢, ..., ¢qg € Q astfel incat

d
n
f(n) = ch <A> pentru 1 > ng
k=0
sicg #0daca d > 0.

Definim operatorul diferenta N pe multimea functiilor numerice
punand (Af)(n) = f(n + 1) — f(n) pentru orice n € N. Ardtam
cad Af este o functie polinomiala simultan cu f.

LEMA 3.1. O functic numerica f : Z — Z este polinomiala daca
st numat daca Nf este functie polinomiald. Operatorul diferenta A
coboara gradul funcfitlor polinomiale nenule cu 1.

DEMONSTRATIE. Daca
d

f(n) = ZC;C (:) oricare ar fi n > ng ,

k=0
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cu ng € N convenabil ales, si ¢, ..., ¢g € Q cu ¢g nenul daca d > 0,
atunci
d-1
n
(Af)(n) = E Ck+1 K pentru n > ng
k=0

datorita binecunoscutei identitdti satisficute de coeficientii binomiali

n+1ly n N n
k+1)  \k+1 k)
Reciproc, dacd exista intregii d > —1, ng > 0 gi numerele rationale
Co, - - -, cq astfel Incat ¢y # 0 pentru d > 0 si
d
(Af)(n) = ch <:) oricare ar fin > ng
k=0

atunci functia diferentd Af ia pentru n > ng aceleasi valori ca gi Ag,
unde g : Z —> Z este functia polinomiala definitd prin formula

a(n) ::ick<k:l_1> nez.

k=0

Prin urmare, pentru n > ng avem f(n+ 1) — f(n) = g(n + 1) — g(n),
ceea ce inseamnd f(n+1)—g(n+1) = f(n)—g(n) =: ¢. Conchidem ci
f ia aceleasi valori ca si functia polinomiald g + ¢ pentru toate valorile
argumentului ce depasesc ny. a

S& notam A%f = f, Alf = Af si Atf = AYYAS) pentru t > 2
intreg.

LEMA 3.2. Pentru f : Z — Z funcfie numericd §i d un numdr
natural, urmatoarele afirmafii sunt echivalente:

(2) eristd un intreg nenul ¢ astfel incdt A%f(n) = ¢ pentrun > 0,
(i1) f este funcfie polinomiald de grad d.

DEMONSTRATIE. Faptul ca (2) este consecinti a conditiei (iz) rezul-
td imediat din lema precedentd. Implicatia reciproca se demonstreaza

prin inductie dupa d.
Pasul initial d = 0 este clar. Presupunem in continuare d > 0 si

Alf(n) = AN (f(n+1) = f(n)) = ¢, ¢ #0, pentru n>> 0.

Din ipoteza de inductie rezultd cxistenta unui numdr natural nqg si a
unui polinom P € Q[X] de grad d—1 astfel incat f(n+1)— f(n) = P(n)
pentru n > ng. Atunci

f(n+1)= f(no) + Z P(k) pentrun > ng .

k=ng
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Suma din expresia precedentd este o functic polinomiala de grad cu
unu mai mare decat gradul lui P. ]

Urmitorul rezultat clarifica ce polinoame din Q[.Y] iau valori intregi.
LEMA 3.3. Fie P € Q[X] un polinom de grad d > 0. Urmdtoarele
afirmafit sunt echivalente:
(t) P(n) € Z pentru orice n € N,
(i1) ezistd intregii cg, ..., cq astfel incat cqg # 0 i

(131) ezistd intregii e, ..., eq astfel incat eg # 0 g1

L (X +k
P= Z ek( k ) .
k=0

DEMONSTRATIE. Echivalenta afirmatiilor (ii) si (¢i¢) se obtine cu
ajutorul schimbdrii de variabild X — —X — 1, care aratd ¢, = (—1)*e;
pentru kK = 0, 1, ..., d. Singura implicatie ce necesitd justificare este
(i) = (4t). Vom proceda prin inductie dupa d.

Situatia este clard pentru d = 0. Presupunand adevarat rezultatul
pentru d — 1, din demonstratia lemei 3.1 rezulta ca AP este functie
polinomiala de grad d — 1 pentru care

AP(n) = dz_ickﬁ (Z) .

k=0

Conform ipotezei de inductie, c), . . ., ¢g sunt toate intregi. Demonstratia
se incheie observand

o = P(n) — Zd: o (:) .

k=1
U

Lisim ca un exercitiu util demonstrarca relatiilor ¢, = A*P(0)
pentru k =0, 1, ..., d.
Oricarei functii numerice f : Z — Z 1 se asociazid o serie cu

coeficienti intregi H(t) := >, .z f(n)t" numitd seria generatoare a
functiei f. Reciproc, avand o serie H(t) = ) .7 a,t" cu coeficienti
intregi, se poate defini o functie numerica punand f(n) := a, pentru
toti n € Z.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3. FUNCTIA HILBERT-SAMUEL 65

LEMA 3.4, Fie H(t) = > a,1" o serie Laurent cu coeficienfi intregi
(i.e. a; = 0 pentru i < 0) si d € N*. Urmdatoarele condifii sunt
cchivalente:

(1) caista un polinom P € Q[X] de grad d — 1 astfel incat

P(n)=a, pentru n>0,
(1) existd un polinom Laurent Q) € Z[t,t7"] astfel incat
H(t)=QW)/1-1" s Q1)#0.

DEMONSTRATIE. Si presupunem conditia (z) indeplinitd. Functia
numerica f : Z — Z definitd prin formula f(n) = a,, n € Z, verificd
relatia

(1= t)H(t) =) Af(n—d)t".

Din lema 3.2 rezulta cd membrul stang al acestei relatii este un polinom
Laurent @ € Z[t,t~']. Din Q(1) = 0 se obtine

0 = S AY(n—d) =3, (A f(n+1—d) — A f(n - d)) =
A%l f(n) pentrun >0,

ceea ce contrazice lema 3.2. Asadar, Q(1) # 0, ceea ce incheie demon-
stratia faptului ca (ii) este consecintd a conditiei (7).
Implicatia reciproca se demonstreaza asemanator. O

Fie B = @,>¢B, un inel graduat, cu By inel artinian. Presupunem
ca B este By-algebra de tip finit, generata de elemente de gradul intai
by, ..., b, € B,. Unii autori folosesc denumirea de inel graduat standard

sau algebrd omogend (indeosebi daci B, este corp). Pentru orice
B-modul graduat G = ®,,>0G,, de tip finit, fiecare componenta G, este
modul finit generat peste inelul artinian By, deci are lungime finita.

LEMA 3.5. Funcfia numericd H; : N — N definitd prin formula
Hg(n) .= 1p,(G,,) este polinomiala. Polinomul asociat functier He are
gradul strict mai mic decat numadarul generatorilor By-algebrei B.

DEFINITIE 3.6. In conditiile lemei precedente, functia polinomiala
Hi; : N — N definitad prin forinula Hg;(n) := lg,(G,) este numitd
functia Hilbert a B-modulului G.

DEMONSTRATIE. Rationam prin inductie dupa r. In cazul r = 0,
ceca ce Inseamnd B = By inel artinian, avem G, = 0 pentru n suficient
de mare, deci polinomul nul coincide aproape peste tot cu functia Hg.
Presupunem acum cd r > 1 si ca lema este valabild pentru inelele
graduate generate peste componenta de grad 0, presupusa a fi inel
artinian, de 7 — 1 elemente omogene de gradul intai .
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Notam C := By[by, ..., br_1] subinelul lui B generat de by, ..., b,_,
si consideram A : G — G omotetia lui G definitd de b,.. Din sirul
exact de By-module 0 — E, — G, — F,, — 0, unde E := ker A
st I := coker A, se obtine, folosind aditivitatea functiei lungime,

lBo(Gn+1) - lBo(Gn) = lBo(Fn+1) - lBo(En) .

Cum FE' si F sunt C-module graduate pentru care concluzia lemei este
valabila, functia din membrul drept al acestei relatii este functie poli-
nomiala de grad strict mai mic decat r — 1. In membrul stang figureaza
functia diferenta pentru functia Hilbert asociatd B-modulului G. Con-
form lemei 3.1 H este functie polinomiali de grad < (r—1)+1=r. O

Exemple concrete de inele graduate cu proprietatile cerute se obtin
pornind de la orice inel noetherian A gi de la un ideal al sau I al carui
radical este intersectie finitd de ideale maximale. In aceste conditii A/1
este inel artinian. Pentru orice A-modul E' cu proprietatea cid E/IFE
este A/I-modul de tip finit, functia

n— HSE,[(TZ) = lA/](E/InE) = lA(E/InE)
este polinomiali gi de grad cel mult egal cu numarul minim de genera-

tori ai idealului 1.
Intr-adevar,

AHSEg (n) = lA/I(["E/I"“E) = lA(InE/I"HE)

este functia caracteristicd asociatd lui B :=gr;(A) := Y I/
si G :=gr(E) := Y nyI{"E/I""'E. Mai trebuie observat ci inelul
graduat B este generat peste componenta sa omogena de grad zero
gri(A) = A/I de clasele in gr}(A) = I/I* ale unui sistem minimal de
generatori ai lui /. Inelele graduate au fost considerate pentru prima
oard de catre Krull, in scopul de a putea folosi rationamente uzuale in
incle de polinoame in care se invoca gradul unui clement si se compara
coeficienti.

DEFINITIE 3.7. In conditiile precizate mai sus, functia HSg; se
numeste funcgra Hilbert-Samuel asociatd lui I s1 E.  Vom nota cu
d(F) gradul functiei polinomiale HSg ;.

Am cvitat sa folosim pentru gradul d(E') o notatie in care figureaza
idealul / nu numai pentru a simplifica notatia, ci mai ales pentru ca
d(E) depinde de radicalul lui I si nu de idealul insugi. Pentru a justifica
aceastd remarcd, sa presupunem ca J este un alt ideal al carui radical
este Rad 4 (I). Atunci existd numerele naturale s si t astfel incat J* C [
gt I* C J. Prin urmare, pentru orice n € N avem

LA(E/J"E) < LA(E/T™E) §i IA(E/T"E) < LA(E/J"E) .
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Rezultid inegalititile
HSp ;(n) < HSg (nt) < HSy j(nst) pentru n € N |

din care se deduce ca functiile HSy ; st HSg; au acelasi grad si acelasi
cocficient dominant.

In restul sectiunii A i I vor fi un inel, respectiv un idecal, cu pro-
prietdtile precizate anterior definitiei 3.7.

TEOREMA 3.8. (Lema Artin-Rees) Fie A un inel noetherian, I un
ideal al sau, E un A-modul finit generat si F' un submodul ol lui F.
Atunci ezista s € N astfel incat

I"ENF =T (PENF) pentru oricen € N .

DEMONSTRATIE. Vom considera inelul graduat

Ri(A) =PI,

neN

in care inmultirea este definitd in mod evident, si R;(A)-modulul gra-
duat
Ri(E):=EPIE .
neN
Deoarece I este A-modul finit generat, R;(A4) este A-algebra de tip

finit, deci inel noetherian. Intrucat R;(E) este R;(A)-modul de tip
finit, rezultd ca este modul noetherian. Atunci R;(A)-submodulul siu

graduat
F=@F.,
neN
unde F,, := I"E'NF, este generat de elemente omogene x4, .. ., . Fie
e; € Nastfel incat r, € IENF (i =1,2,...,k)sis :=max{ey,..., e }.
Evident I"F; C F, s pentru orice n € N| gi vom arita cd aceasti in-
cluziune este de fapt egalitate.
Orice z € Fy,4, sescriesub formax = bz +- - +bexy cub; € Ry(A)

omogen de grad n + s —e;, adica b; € I"*°7% (1 = 1,2,..., k). Rezulta
re["F,. O

LEMA 39. Fie 0 — E — G — ' — 0 un sir ezxact de
A-module in carc G este de tip finit. Atunci are loc relafia

HSq;=HSg+ HSpi+ ¢,

unde ¢ este o functie polinomiald de grad strict mai mic decat gradul

luz HS[;_].
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DEMONSTRATIE. Din sirul exact
0— E/(I"GNE)— G/I"G — F/I"F — 0
gi din aditivitatea lungimii rezulta
LA(G/I"G) = LA(E/(I"G N E)) + La(F/I"F) .

Din lema Artin-Rees se cunoaste ca existd un numadr natural s astfel
ca

I"*ECI"™GNE=I"(ENI’G) C I"E pentru oricen € N .
Prin urmare
HSg (n+s) > HSisgne,(n) > HSg,1(n) .

Astfel HSg; si HSisgne,s au acelagi termen de grad maxim, incat
diferenta lor ¢ este fie nula, fie functie polinomiald de grad strict mai

mic decat d(F). O

COROLAR 3.10. Fie E un A-modul noetherian gi F := Anng(a), cu
a € A. Atunct functia polinomiald HSp; — HSg/.g,1 are gradul strict
mai mic decat cel al functiei HSg ;.

DEMONSTRATIE. Afirmatia rezultd din lema anterioara aplicata
sirurilor exacte

0—F —E-2aE —0 si 0—aE— E— E/aE — 0,

unde o este omotetia definitd de a. d

EXERCITII.
1. Fie I un ideal in A := K[X},....X;]. » > 1. Definim functia

Hilbert afing prin relatia
AH;(n) := dimg(Acn/I<n) , n €N,

unde A<, :={f € A|grad f < n} sianalog I<,.
a) Aratati cd pentru orice numdr natural n are loc cgalitatea

AH;(n) = Hapyyy, (n)
unde I, este imaginea idealului I prin morfismul de omogenizare
¢:A— AlY], o(f) =Y Tp(x .y X YY)
b) Calculati functia Hilbert afina pentru cazul particular
I =(X*+Y*+2Z)<K[X,Y,Z].
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4. Dimensiunea Krull a inelelor semilocale noetheriene

In accasti sectiune vom folosi implicit urmitoarele ipoteze g1 notatii:
A este un inel semilocal noetherian, J este un ideal continut in radicalul
Jacobson al lui A, iar F este un A-modul finit generat.

incepom prin a consemna o consecinta directa a tcoremei 1.4.5:

PROPOZITIE 4.1. Pentru orice ideal I al lui A, urmdtoarele afirmatii
sunt echivalente:

(1) A este inel semilocal gi existd intrequl pozitiv t astfel incadt
JECI1CJ,
(17) orice ideal mazimal contine I §i orice ideal prim ce confine I
este mazrimal,
(110) I C J gi A/I este inel artinian.
DEFINITIE 4.2. Un ideal I cu proprietatile din propozitia prece-
dentd se numeste ideal de definifie al lui A.

PROPOZITIE 4.3. Pentru un numdr natural n, urmdatoarele afirmafii
sunt echivalente:

(1) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd existd
ai, ..., an € J astfel ca l4(E/(@E+ - -+ a,FE)) < oo,

(17) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd ezistd
ay, ..., a, € J astfel cd orice prim asociat A-modululus
E/(a\E + - -+ a,E) este mazimal,

(7i1) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd exzistd
a, ..., a, € J astfel ca orice prim din suportul A-modulului
E/(aE + -+ a,F) este mazimal,

(iv) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd existd
ay, ..., ap € J astfel ca dimy(E/ (@ E+ -+ a,E)) =0,

(v) n este cel mai mic intreg pozitiv cu proprietatea cd existd
ay, . ... a, € J ale caror imagini in B := A/Ann (F) genereazd
un ideal de definitie pentru acest inel semilocal,

(vi) n este cel mat mic intreg pozitiv cu proprietatea cd exristd
a, ..., a, € J astfel incdat idealul Ann (E) + (ay,...,a,)A4
confine o putere a radicalului Jacobson al lui A.

DEFINITIE 4.4. Notam s(E) numarul definit prin proprietatile echi-
valente din rezultatul precedent. O familie de elemente a,, .. .. ayg)
din .J se numeste sistem de parametri ai lut E daca

l,\(E/(alE +---+ as(E)E)) < 00 .

DEFINITIE 4.5. Un inel noetherian si local (A, M, K') se numeste
requlat dacid M cste generat de un sistem de parametri ai lui A. Un
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sistem de parametri care genercaza idealul maximal al unui inel local
regulat se numeste sistem requlat de parametri.

LEMA 4.6. Fieby, ..., be Jsi F:=FE/(bl)E + -+ U FE). Atunci
s(F) > s(E) — t, cu egalitate daca g1 numai dacd by, ..., b, fac parte
dintr-un sistem de parametr: a1 lui F.

DEMONSTRATIE. Daca ¢, ..., cyp) este un sistem de parametri al
lui F', atunci modulul

FlleyxF +- +cspyF)~E/WE+ -+ E+cE+ - +cyr)E)

este de lungime finitd. Prin urmare, t+s(F) > s(F). Daca inegalitatea
precedentd devine cgalitate, inseamna cd by, ..., by, c1, ..., cyF) este
un sistem de parametri ai lui E. Reciproc, daca existd b;,1, ..., byg)
astfel incat by, ..., by, biy1, .., byk) este sistem de parametri ai lui E,

atunci
E/(b]E + -+ bs(E)E) ~ F/(bH_]F + -+ bs(E)F)
este de lungime finitd. Atunci s(F) < s(F) —t. O

Rezultatul urmator are o importanta deosebitd. Din el rezultd ime-
diat cd orice inel semilocal noetherian are dimensiunea finita. Alte
consecinte ale sale vor fi enuntate dupa ce il vom fi demonstrat.

TEOREMA 4.7. (Teorema Krull-Chevalley-Samuel) Pentru A un
inel semilocal noetherian gt E un A-modul finit generat au loc egalitatile

dimy F =d(E) = s(E).

DEMONSTRATIE. Pentru a stabili inegalitatea d(E) < s(E), con-
siderdm ay, ..., agp) € J un sistem de parametri ai lui E. Atunci e-
xistd numdrul natural ¢ astfel incat J'E C oy E+---+aypE C JE. Se
foloseste definitia 3.7 pentru inelul 4/Ann(FE) si se observa ¢a functia
Hilbert-Samuel asociata lui E si J coincide cu functia Hilbert-Samuel
asociatd lui E/Ann(E)E si (J+Ann(E))/Aun(E). Se stic de asemne-
nea ca gradul funcgict Hilbert-Samuel nu depageste numarul minim de
generatori ai unui ideal al carui radical coincide cu radicalul idealului
in care se calculeaza functia Hilbert-Samuel.

Inegalitatea dim, £ < d(E) se justificd prin recurentd dupa gradul
d(FE). Pentru d(E) = 0, valoarca HSg ;(n) cste aceeast pentru n su-
ficient de mare. deci {4(J"E/J"E) = 0 pentru n > 0. Aceasta
inseamnid ci J"E = J""'E si, conform lemei lui Nakayama, implica
J'E = 0. Cu alte cuvinte, Ann(F) contine J" si deci dim E = 0. Fie
d(E) > 0. Urmatorul pas al demonstratiei va fi reducerea la cazul in
care E este imagine omomorfa integra a inelului. Se alege F, un ideal
prim minimal peste Ann(FE) astfel incat dim (4/F) = dim E. Cum E
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este modul de tip finit peste un inel noetherian, exista x € E al carui
anulator coincide cu Py. Atunci A/Py ~ Ax =: F. Deoarece dim E =
=dim F (conform alegerilor ficute) si d(F') < d(E) (conform lemei 3.9),
este suficient a justifica relatia dim F < d(F'). Vom ardta cd lungimea
oricarui lant strict ascendent de ideale prime Py C P, C ... C P, este
cel mult d(F). Afirmatia este evident adevaratd pentru ¢t = 0. Fie
t > 1. Atunci existd a € P, \ Py. Din

Py C Ann(F/aF) = Py+aA C P
rezulta

dim(F/aF) =dimF -1>t-1. (13)
Observam ci a este nondivizor al lui zero pe F' (echivalent, omotetia

definitd de a pe F este injectivd) si folosim corolarul 3.10 pentru a
conchide

dim(F/aF) < d(F)-1. (14)
Se poate invoca ipoteza de inductie pentru a trage concluzia

dim(F/aF) < d(F/aF) . (15)
Din relatiile (13)-(15) rezultd t < d(F’), echivalentd cu relatia dorita

dim E < d(F).

Pentru a proba inegalitatea s(F) < dim E, folosim din nou un
rationament inductiv, de aceastd datd dupa dimensiunea modulului.
Pentru dim E = 0, inelul A/Ann(FE) este noetherian si zero-dimensional,
deci de lungime finitd. Prin urmare, s(E) = 0. Fiedim £ > 13si o
descompunere primard redusi Rad4(Ann(E)) = @, N ... N Qs, unde
@; sunt ideale prime numerotate astfel incat dim (4/Q;) = dim E
daca si numai daca 1 < 3 < r, pentru un anumit intreg r cuprins
intre 1 i s. Cum nici unul dintre idealele (); nu este maximal, existd
ae J\(QU...UQ,). De aici decurge dim £ > dim (E/aE) + 1. Din
lema precedentd stim s(E) < s(E/aFE) + 1, dect ipoteza de inductie
este indeplinitd de E/aFE: s(E/aF) < dim (E/aF). Prin urmare

s(F) < s(F/aE)+ 1 <dim(E/aF)+1<dim E .
O

COROLAR 4.8. In condititle teoremei Krull-Chevalley-Samuel, pen-
tru orice a € A are loc inegalitatea dim E' < dim(E/aF) + 1. tar ega-
litatea are loc dacd g1 numat dacd a nu aparfine nict unui ideal prim
P 2 Ann (E) cu proprietatea dim (E) = dim (A4/P).

COROLAR 4.9. Dimensiunea unut inel semilocal este egald cu numad-

rul minim de elemente din radical care genereazd un ideal de definitie
al inelulus.
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COROLAR 4.10. Dacad (A, M, K) este un inel local si noetherian,
dimensiunea lui A nu depdseste rangul K -spajiului vectorial M/M?:

dim A < p(M) = edim (4) ,
cu egal daca gt numai dacd inelul este requlat.

DEMONSTRATIE. Din lema lui Nakayama rezultd ca un sistem de

elemente a,, .. ., aqy din M ale ciror clase modulo A2 formeazi o bazi a
K-spatiului vectorial M/M? genereazi pe M. Apoi se aplicid rezultatul
precedent. 0

COROLAR 4.11. Fie B un inel noetherian, P un ideal prim al sdu
si n € N. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) dim(Bp) < n,
(it) ezista by, ..., by € B astfel incat P este un ideal prim minimal
care confine idealul generat de aceste elemente.

DEMONSTRATIE. Daca (i) este indeplinitd, exista b, ..., b, € B
gi s € B\ P astfel incat b,/s, ..., by/s genereazd in Bp un ideal
PBp-primar. Din corespondenta dintre idealele prime ale unui inel si
cele ale unui localizat al sdu rezultd conditia (iz).

Reciproc, datorita corespondentei amintite, din conditia (i7) rezultd

cd (by,...,b,)Bp este ideal PBp-primar. Se aplica din nou corolarul 4.9.
]

Cazul particular n = 1 al rezultatului precedent este cunoscut sub

numele de
TEOREMA IDEALULUI PRINCIPAL A LUI KRULL. Un ideal prim al
unut inel noetherian este de indlfime cel mult unu daca $i numai dacd

este divizor prim minimal al unut ideal principal.

COROLAR 4.12. Orice ideal prim munimal peste un nondivizor al
lut zero are inalfimea unu.

DEMONSTRATIE. Fie P € Spec A un ideal prim minimal peste
a € Z(A) =U{Q : Q € Ass A}. Din teorema idealului principal
rezultda ht 7 < 1. Daca ht P = 0, atunci P € Min 4 C Ass 4. deci
P consta numai din divizori ai lui zero. Dar prin ipoteza PP contine un
nondivizor al lui zero, anume a. 0

COROLAR 4.13. Intr-un inel noetherian, lanturile descrescatoare de
tdeale prime sunt stafionare.
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DEMONSTRATIE. Intr-adevir, idealul initial al unui astfel de lant
este finit generat. Conform teoremei idealului principal, indltimea aces-
tui ideal nu depagegte cardinalul unui sistem de generatori, deci lantul
considerat cste stationar. O

COROLAR 4.14. Pentru un domeniu noctherian B, urmdtoarele afir-
matir sunt echivalente:
(1) B este inel semilocal de dimensiune cel mult 1,
(17) By este corp pentru orice element nenul f din radicalul Jacob-

son al lui B,
(17) ezistd un element nenul f in B astfel ca By sd fie corp.

DEMONSTRATIE. Din (7) rezulti cd Spec B = {0} U Max B este o
multime finitd. Conditia (i) este evident indepliniti dacd B este corp.
In caz contrar, pentru f nenul din radicalul Jacobson, singurul ideal
prim al lui By este idealul nul.

Sa presupunem acum cd Bj este corp, unde f # 0. Atunci f
apartine tuturor idealelor prime nenule din B. Fie P, ..., P, toate
idealele prime minimale peste f. Vom arita ca fiecare dintre ele este
ideal maximal in B. Daca existd M € Max Bgibe M\ (P,U...UP,),
din ipoteza integritatii inelului B si din corolarul 4.12 rezulta ca orice
ideal prim () minimal peste bB are inaltimea 1. Prin urmare () este
minimal peste idealul fB, deci ar trebui sa coincida cu unul dintre
idealele P, ..., P, ceea ce este exclus intrucat b € @, iar b nu apartine
multimii P, U ... U P,. (]

PROPOZITIE 4.15. Pentru orice ideal I al unui inel noetherian A
au loc relajule

ht ! < p(I/1%) < p(I) < p(I/1%) +1.

DEMONSTRATIE. Din lema lui Nakayama se obtine u(Ip/I3) =
= u(Ip) pentru orice P € V(I), iar din teorema idealului principal
rezultd ht (Ip) < p(Ip). De aici se deduce ht I < u(I/1?).

Incgalitatea din mijloc este consecinta directa a definitiei.

Pentru a demonstra inegalitatea din dreapta, consideram elemente
a,. . ... ay din I ale ciror clase modulo I? formeazi un sistem minimal
de generatori pentru A/I-modulul 7/1?. Notdm B := A/(ay,...,a,)A4,
Jo=1/(a;..... a,)A si observdm ca J = J?. Vom ardta ci orice ideal
idempotent este principal.

Fie b, ..., by un sistem de generatori ai lui J. Egalitatea J = J?
este echivalenta cu b, = E;:I cijbj, 2 =1, ..., s, pentru nigte elemente
c;; € A. Acest sistem cste echivalent cu Z;ZI(JU —c¢i;)b; =0,1=1,
.., 8, unde 0;; desemneaza simbolulul lui Kronecker. inmultind cu
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adjuncta matricei sistemului, se gaseste in anulatorul idealului J un
clement de forma 1 — e, cu e € J. Relatiile ¢(1 —¢) € JAnn J =0 i
(1—e)b;=0,i=1,..., s, implicd J = eB.

Demonstratia propozitiei se incheie observand ca din faptul ca J
este principal rezultd ca I este generat de preimaginea generatorului
lui J impreunad cu ay, ..., a,. O

Vom preciza comportarea dimensiunii Krull la schimbarea inelului.
In demonstratii vom folosi o constructie prin care un inel se scufundi
in inelul endomorfismelor unui modul.

Fie A un inel comutativ §i F un A-modul. Operatiile de adunare
i compunere a morfismelor inzestreazi End 4(E) := Homu(E, E) cu o
structurd de inel necomutativ. Inelul A-endomorfismelor lui E este
A-algebrd via morfismul de inele § : A — Ends(FE) definit prin
f(a)(z) := a-z pentru a € A si x € E. Morfismul §(a) este omotetia
lui E determinata de a. Subinelul Im @ al inelului A-endomorfismelor
lui E este evident izomorf cu A/Ann(E).

PROPOZITIE 4.16. Fie B o algebra peste inelul noetherian A prin
intermediul unui morfism de inele w : A — B. Dacd F este un
B-modul care este A-modul de tip finit prin restricfia scalarilor, atunci
dimA(F) = dlmB(F)

DEMONSTRATIE. Dimensiunea lui F' ca B-modul (resp. A-modul)
este datd de dimensiunea Krull a inelului B-omotetiilor (resp.
A-omotetiilor) lui F. Se observa cd u induce o injectie canonica si
finiti A := A/Anny(F) — B := B/Anng(F), astfel incat B este
A-modul de tip finit. Din teorema GU 1.22 rezulti

dimg(F) = dim B = dim A = dim4(F) .
O

ProrozITIE 4.17. Fie u : (4, M,K) — (B, N,L) un morfism
local intre inele locale noetheriene, E un A-modul de tip finit 1 F un
B-modul finit generat. Atunci

(“I]’lB(E &4 F) < (1inl_.1(E) + (liHl[;@AK(F X4 1\) .
In particular, dim B < dim 4 + dim (B ® 4 K).

DEMONSTRATIE. Demonstram mai intai cazul particular £ = A,
F=D0.

Consideram a,, ..., a, € M un sistem de parametri ai lui A. Ide-
alul I generat in A de aceste clemente este M-primar, prin urmare

Radg(IB) = Radg(AIB). Asadar,
dimp(B/IB) = dimy(B/MB) = dimg(B @, K) ,
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intrucat B/MDB ~ B® 4 A si dimensiunea unui inel coincide cu dimen-
siunca redusului sau, obtinut prin factorizarea radicalului lui zero.
Pe de alta parte, din lema 4.6 se cunoagte relatia s(B) < s(d4)+
+s(B/IB). Folosind tcorema Krull-Chevallev-Samuel, se obtine
dimB <dimA +dim(B®, K) .

Trecem la demonstrarea cazului general. Din Anng(E ®4 F) D
D Anng(F)+ Ann,(E)B rezulta

dimp(E ®, F) < dimg B/(Anng(F) + Anns(E)B) . (16)
Conform propozitiei precedente
dimpe,x (F ®4 K) = dimp(F ®4 K) |
iar prin definitie
dim4(F) = dim4(A/Ann4(F)) .
Cum F®4 K ~F®p (B®4 K), iar F si B®, K sunt B-module
finit generate, avem

Suppg(F ®4 K) = Suppg(F)NSuppy(B®a K) =
= V(Anng(F))NV(Anng(B®4 K)) =
= V(Amng(F))NV(MB) = V(Anng(F) + MB)
= Suppg(B/(Anng(F)+ MB)) .
Doua module finit generate cu acelagi suport au accecagi dimensiune,
astfel ca

dimpg(F ®4 K) = dimg(B/(Aung(F) + M B)) . (17)
Acum se aplicd relatia demonstrata in cazul anterior inelelor
A:= A/Ann,(E)si B:= B/(Anng(F) + Anny(E)DB) ,
observand ci fibra lui B in idecalul maximal A A este tocmai
B/(Anngy(F) + MB). O

COROLAR 4.18. Daca pe langad ipotezele propozifict anterioare pre-
supunem cd M B este ideal N -primar, atunci din B < dim A. Dacad
in plus A este domeniu de integritate, iar dim B= dim A, atunci u
este morfism injectiv.

DEMONSTRATIE. Prima afirmatie rezultd din faptul ca in aceste
conditii M B este ideal de delinitic pentru B.
Sirul de inegalitati
dim B < dim A/ keru < dim A
arata cd nucleul morfismului u este inclus intr-un ideal prizn minimal
al lui A daca dim B = dim A. a
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COROLAR 4.19. Dacdu: (A, M,K) — (B, N, L) este un morfism
plat si local intre inele locale noetheriene, atunci

dim B = dim A + dim(B ®4 K) .

DEMONSTRATIE. Fie P € Spec A 51 Q € Spec B un divizor prim al
lui PB (i.e. Q € Assg(B/PB)). Vom ardta QNA = P, ceea ce implicd
faptul ca extinderea A C B are proprietatea LO. Deoarece B/PB este
A/P-modul plat, putem presupune P = 0. Atunci orice element al lui
Q@ este divizor al lui zero in B, iar clementele lui A nu sunt divizori ai
lui zero in B, intrucat B este A-modul plat. Prin urmare, Q N A = 0.

Demonstratia se termina aplicand rezultatul urmator. U

PROPOZITIE 4.20. Fie u : (A, M,K) — B un morfism de inele
noetheriene, cu M B confinut in radicalul Jacobson al lui B. Dacd pen-
tru orice ideal prim nemazimal P al lui A si orice Q € Ming(B/PB)
avem QN A # M, atunct

dim B = dim A + dim(B®4 K) .

DEMONSTRATIE. Se rationeaza prin inductie dupd d := dim A.
Daca d = 0, atunci A este inel artinian gi singurul sau ideal prim, M,
este nilpotent. Prin urmare M B este ideal nilpotent si deci dim B =
= dim B/MB.

Fied > 1si @y, ..., @, idealele prime minimale ale lui B. Ipoteza
asigurd cd preimaginile lor u=1(@,), ..., u~'(Q;) sunt diferite de M. Cu
lema de evitare se gisegte a € M\(Min AJ (v~ Q) U... Uu~1(Qy))).

Din corolarul 4.8 rezulta
dim(4/aA) =dim A -1, dim(B/aB)=dim B -1 .
Apoi se constatd cd morfismul indus A := A/aA — B := B/aB
indeplineste aceleasi conditii ca si u, deci se poate aplica ipoteza de
recurentd pentru aceastd situatie. Ramane si se observe ca B®4 4 K
este izomorf cu B @5 K. a
Continuam studierca comportdrii dimensiunii la operatiile uzuale

din algebra comutativa.
PROPOZITIE 4.21. Fie (A, M, K) un inel local, noetherian, de di-

mensiune d stay, ..., ay € M. Atunci ay, ..., a, fac parte dintr-un sis-
tem de parametry av lui A dacd g1 numai dacd dim(4/(ay,...,a,)d) =
=d-t.

DEMONSTRATIE. Fie B := A/(a),...,aq))A, N := M/(ay,...,a)M.
Sd presupunem ca ay, ..., a;, a;41, ..., g este un sistem de parametri
ai lui A. Atunci clasele lui a;y;, ..., ag in B genereazd un ideal
N-primar, prin urmare d —t > dim B. Fie acum by, ..., by un sistem
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de parametri ai lui B, in particular generatori ai unui ideal N-primar,
care contine o putere a lui N. Preimaginile lor in A impreuna cu aj,
..., q; genercaza un ideal care contine o putere a lui M, deci este ideal
AM-primar. Accasta inseamna ca s +¢ > dim A.

Reciproc, fie ¢y, ..., cq_y € M ale caror clase in B genereaza un ideal
N-primar. Ca mai sus se ajunge la concluzia ca (cy,...,cq-¢,Qp, ..., a;)A
este ideal M -primar. Acest ideal fiind generat de d = dim A elemente,
inseamna ¢a ¢y, ..., ¢q_4, a1, ..., a; este un sistem de parametri ai lui

A. g

COROLAR 4.22. Dacd a € M este un nondiwvizor al lui zero in.
inelul local noetherian (A, M, K), atunci dim (A/ad) =dim A—-1. In
particular, a face parte dintr-un sistem de parametr:.

DEMONSTRATIE. Pentru orice divizor prim minimal P al idealului
aA avem ht P = 1 conform corolarului 4.12. Alegem P € Min (A/aA)
astfel incat dim (A/aA) = dim (A/P). Atunci

dimA — 1 < dim (A/aA) = dim(4/P) < dim A—ht P=dim A — 1 .
0

Pentru a putea gasi dimensiunea unui inel de polinoame, vom demon-
stra in prealabil cateva rezultate ce prezinta interes in sine. Pen-
tru orice ideal I < A notdm cu I* := TA[X] extinsul siu, iar cu
I** := I* + XA[X] idealul inelului de polinoame generat de nede-
terminatda si de idealul considerat. Se observa ca extinsul oricirui
P € Spec A este ideal prim intrucat A[X]/P* ~ (A/P)[X] si orice inel
de polinoame cu coeficienti intr-un domeniu de integritate este inca inel
integru. De ascmenea, P** este ideal prim deoarece A[X|/P** ~ A/P.
Inplus P*"NA=P=PnNA

LEMA 1.23. Fie A[X] inelul de polinoame intr-o nedeterminatd
peste un inel noetherian A. Pentru orice ideal I < A avem

ht (1A[X]) = ht (1) , ht (I, X)A[X]) =ht (1) + 1 .

DEMONSTRATIE. Cum A[X] este A-modul plat, fiind liber, rezultd
cd morfismul 4 — A[X] are proprietatile LO gi GD (¢f. demonstratia
corolarului -4.19). De aici rezulta usor ca daca P este un divizor prim
minimal al lui I, atunci P* este un divizor prim minimal al lui I, iar
P** este un divizor prim minimal al lui 7**. Reciproc, daca @) este un
divizor prim minimal al lui I*, resp. I**, atunci P := Q N A este un
divizor prim minimal al lui I si @ = P*, resp. Q = P**. Conchidem
ca este suficient sa demonstram lema pentru I = P ideal prim.
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Pentru orice lant strict ascendent Py C P, C ... C P, de ideale
prime din A, extensiile formeaza un lant ascendent P; C Py C ... C P}
fara repetitii (deoarece P* N A = P;). De aici decurge relatia ht P* >
>ht P. Evident P* este continut strict in P**, deci ht P** > ht (P*)+1.
Intrucat X este nondivizor al lui zero in A[X]p--, din corolarul 4.22
rezultd ht (P**) = dim A[X]p.- = dim (A[X]p--/(X))+1 = dim Ap+1
= ht P+1. Prin urmarc ht P* < ht P, ceea ce incheie demonstratia. [

LEMA 4.24. Fie A[X] inelul de polinoame intr-o nedeterminatd cu
coeficienti intr-un inel comutativ A gt P € Spec A. Dacd @, @2,
Q3 € Spec A[X] au proprietdfile Q1 C Q2 C Q3 i Q1NA=Q:NA=
=Q@3NA=P, atunci Q, = Q2 sau Q> = Q3.

DEMONSTRATIE. Idealele prime din A[X] care se contractd la un
ideal prim P din A fixat sunt exact acele () € Spec A[X] care contin
P* si au proprietatea ca preimaginea idealului @/P* prin compunerea
morfismelor canonice

A/P — (A/P)[X] ~ A[X]/P*

este idealul nul din A/P.
Dar pentru un domeniu de integritate D de corp de fractii K exista

o corespondentd bijectiva intre Spec K[X] si multimea
{Q € Spec D[X] : QN(D\{0}) =0} = {Q € Spec D[X] : QnD = 0} .

Inelul de polinoame intr-o variabila cu coeficienti intr-un corp fiind inel
principal, rezultd cd orice ideal prim nenul din K[X] este maximal.
Aceasta inseamna cd in A[X] nu existd lanturi de lungime cel putin
doi formate din ideale prime cu aceeasi urma pe A. U

TEOREMA 4.25. Fie X o nedeterminatd peste un inel noctherian
A. Atunci dim ALX] = dim 4 + 1.

DEMONSTRATIE. Din lema 4.23 rezulta dimA[X] > dim A + 1,
astfel ca demonstratia s-a incheiat pentru un inel A de dimensiune
infinita.

Din lema 4.24 se deduce dim A[X] < 2dim A + 1, deci inelul de
polinoame are dimensiunea finitd simultan cu inclul de coeficienti. Fie
n = dim A[\X] 51 Qy C Q; C ... C @, un lant de ideale prime din
A[X]. Notdm P :=Q, N4, i=0....nsij:=max{i: P =Py }.
Folosind din nou lema 4.24, rezulta Q; = P}, iar lema 4.23 implica
J = ht Q; = ht P;. De aici obtinem

dim A > ht Pj+dim(A/P;) > ht Q;+(n—j—1) = n—1 = dim 4[X]-1
(]
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COROLAR -1.26. Dacd A este inel noetherian, atunct
dim ANy, .., X, =dimA +n .

In particular, dimensiunea unui inel de polinoame cu coeficients intr-un
corp comncide cu numdrul nedeterminatelor.

Incheiem sectiunca cu un exemplu de domeniu noetherian in care
nu toate lanturile maximale de ideale prime au aceeagi lungime.

ExeMPLU. Fie K un corp si A := K[[X]][Y] inelul de polinoame
in Y cu coeficienti in inelul seriilor formale in X peste K. Idealele
M:=(X,Y)A$i N:= (XY —1)A sunt maximale in A gi au inal{imea
ht M =2, ht N =1.

Intr-adevir, izomorfismul evident A/M ~ K arati ci M este ideal
maximal, iar 0 C Y4 C M este un lant saturat de ideale prime.
Pe de altd parte K[[X]] este domeniu local de dimensiune unu, iar
X genereaza unicul sdu ideal maximal. Din corolarul 4.11 rezultd ca
A/N ~ K[[X]]x ecste corp, incit N € Max A. Iniltimea lui N este
unu pentru cd XY — 1 este nondivizor al lui zero si se poate aplica
corolarul 4.12.

EXERCITII.

1. Fie P un ideal primn de indltime n intr-un inel noctherian A.
Atunci existd a4, ..., a, € A astfel incat :

a) P este ideal prim minimal peste (ay,...,a,)A,
b) orice ideal prim minimal peste (ai,...,ax)4, 1 < k < n, are
inaltimea k.

2. Fie K un corp, A := K[X,Y,Z]/(XY,XZ) = Kl|z,y,2] si

P = (y,2)A
a) Sd sc arate ca P este ideal prim.
h) Sd se calculeze ht P gi dim A.

3. a) S se arate ¢ un ideal prim din Z[X] este generat fie de un
numar natural prim, fic de un polinom neconstant gi ireductibil, fie de
p € Z numir prim gi f € Z[X]\ Z a ciirui imagine in inclul Z/pZ[X]
este polinom ireductibil.

b) Si se identifice idealele maximale ale inelului Z[X] printre ide-
alele prime descrise la punctul a).
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CAPITOLUL 3

Module Cohen-Macaulay

Lipsitd de suportul intuitiv pe care il afli regularitatea in geome-
trie, proprietatea Cohen-Macaulay (ca si platitudinea, de altfel) rimane
misterioasa pentru cei ce nu adera la punctul de vedere strict prag-
matic. Este un fapt constatat in repetate ocazii ca proprietatea Cohen-
Macaulay este extrem de folositoare din punct de vedere tehnic. In
formularea Iui M. Hochster | viata meritd a fi traita intr-o lume Cohen-
Macaulay“. Definitia pe care o adoptidm in aceasti expunere este in
ultimi instantd o manifestare a principiului extremal: proprietatea
apare cind se realizeazad egalitatea dintre profunzime si dimensiune.
D. Mumford considera | profunzimea [unui inel local A pe o varietate]
ca o masura a complexitatii topologice a singularitatii in punctul inchis
al lui Spec A: daci profunzimea este maxima (i.e. egald cu dimensi-
unea lui A), atunci inelul este intr-un sens slab nesingular, dar daca
profunzimea este mult mai mica decat dimensiunea, singularitatea este
foarte proasta“.

1. Siruri regulate

In rationamente geometrice inductive se reduce dimensiunea proble-
mei prin proiectarea configuratiei pe spatii convenabil alese. In algebra
existd o tehnicd asemanatoare—trecerea la module factor. Conceptul
de sir regulat este derivat in aceasta maniera din notiunca de nondivizor

al lui zero.
Pentru inceput, A va fi un inel comutativ si £ un A-modul nenul.

DEFINITIE 1.1. O familie finita a,, ..., ¢, , n € N, de elemente
din A se numeste E-gir sau gir E-regulat sau A-gir pe E daca sunt
indeplinite urmatoarele conditii:

n

1) E# Y aE,
1=1
2) pentru orice 7, 1 < 7 < n, a; este nondivizor al lui zero pe
i1
Ei:=E/Y a,F.
j=1

Sirurile A-regulate se numesc simplu giruri.
80
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Conditia 1) asigurd cd A-modulele E; 7 = 1, ..., n, sunt nenule.
Conditia 2) este echivalentd cu injectivitatea omotetiei definite de q;
pe E; pentru orice indice 72 cuprins intre 1 g1 n. Alte proprietati simple
sunt consemnate in lema urmatoare:

LEMA 1.2. Dacd aq, ..., a, este un A-gir pe E, atunc:

1. Pentru orice numere naturale ey, ..., e, > 1, sirul aj', ..., af"
este E-regulat.

2. Daca E este un A-modul finit generat, I := ZaiE $t
1=1

P € Supp £ n V(I), atunci ay, ..., a, este un Ep-gir.

Urmaitoarea caracterizare a sirurilor regulate permite ca in multe
rationamente inductive s putem presupune ca lungimea girului regulat
este 1 sau 2.

PROPOZITIE 1.3. Pentru ay, ..., a, € A, E € A-mod si r € N,
1 < r < mn, urmdtoarele afirmatit sunt echivalente:

(i) ay, ..., a, este E-gir,

(1) ay, ..., a, este A-gir pe E st ar4q, ..., a, este A-gir pe E, ;.

DEMONSTRATIE. (i) = (4¢) Prin omiterea ultimului element din-
tr-un FE-gir, celelalte formeaza incd gir F-regulat. A doua parte a
conditiei (it) rezultd folosind izomorfismul canonic existent intre E,
si E,/Z;;i a;E pentrut e N, 71 <t <n.

Reciproca se demonstreaza asemanator. O

PROPOZITIE 1.4. Fie E un A-modul nenul, a,, ..., a, un A-gir
pe E s S un sistem multiplicativ inchis care nu confine 0. Dacd
(a1/1,...,0,/1)ST'E # S7'E, atunci a;/1, ..., a,/1 formeazd un
ST A-gir pe STE.

DEMONSTRATIE. Revine la a arita ca daca a este nodivizor al lui
zero pe £ si aS™'E # S7'E, atunci a/1 € Z(S™'F). Prin localizarea
sirului exact

0—FE-E-— E/aE —0 (18)

. . afl
se obtine sirul exact 0 — S™'F B SR S~'E/aST'EF — 0,
ceca ce aratd ¢d a/1 este nondivizor al lui zero pe S™'E. g

PROPOZITIE 1.5. Fie A un inel si E, F doud A-module. Dacd F
este A-modul plat, atunci orice gir E-regulat este E® 4 F-requlat. Dacd
F' este fidel plat, orice sir E @4 F-requlat este E-requlat.
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DEMONSTRATIE. Pentru orice elemente ay, ..., a, din 4 exista un
izomorfism canonic

E®1F/Y a(E®4F)~(E/Y aE)®4F .
1=1 i=1
Dacd F cste modul plat, prin tensorizarea sirului exact (18) cu F se
obtine sirul exact
0—2E®4F -5E®4F — (E/aE)®, F —0. (19)

Rezulta ca a este nondivizor al lui zero pe A-modulul £ ®,4 F.
Reciproc, daca a este nondivizor al lui zero pe £ ®4 F, atunci
girul (19) este exact. Prin urmare, daca F este fidel plat, girul (18) este

exact. 4

Exemplul cel mai la indemana de sir regulat este dat de variabilele
unui inel de polinoame: X, ..., X, este A-sir pe A[X},...,X,]. Cum
vom vedea, acest exemplu este generic in sensul ca in anumite conditii,
graduatul unui modul E in raport cu idealul I generat de un A-sgir pe
E este izomorf cu inelul de polinoame cu coeficienti in A/J si avand
atatea nedeterminate cat este lungimea E-girului. Totusi, analogia cu
variabilele unui inel de polinoame nu trebuie urmata fira precautii.
De pilda, ordinea elementelor unui sir regulat este esentialda, cum ne
convinge urmatorul

EXEMPLU. In inelul de polincame A:= K[X,Y, Z] cu coeficienti
intr-un corp K se considerd elementele a; := X, a; := Y (1 — X),
az := Z(1 — X). Atunci ay, ay, a3 §t as, a1, az sunt giruri regulate, dar
as, a3 nu este A-sir.

Intr-un domeniu de integritate, orice element nenul cste regulat,
deci a, §i a, sunt A-giruri de lungime 1. Fie f, g € A astfel incat a; f+
+ay9 =0, adicd X f = =Y (1 — X)g. Datorita unicititii descompunerii
in factori primi, cum X si 1 — X sunt coprime, rezultd ca X divide g.
Asadar, a;, a, este 4- sir. Sa presupuncem c¢i f, g. h € A verifica o
relatic a) f +ag+ash = 0. Atunci X f+Y(1-X)g+Z(1-X)h =0, de
unde rezultd f = (1 — X)p, cu p € A. Prin urmare Xp+Yg+ Zh = 0.
Inlocuind Z cu 0, se obtine p(X,Y.0) = Yr(X,Y) si ¢(X,Y,0) =
=-Xr(X.Y), decip=Yr+Zs,g=—-Xr+ Zt,unde s, t € A. Dupa
inlocuire si simplificare cu Z se ajunge la relatia Xs + Yt +h = 0,
care aratd ci az este nondivizor al lui zero pe A/(a;,ay). Conform
propozitiei 1.1, ay, a,, as este A- sir.

Pe de alta parte, evident Za, — Yaz = 051 Y € ax A, astfel ca a,,
az nu este A-gir.

LEMA 1.6. Dacd a, b este un A-gir pe E, atunci a € Z(E/bE).
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DEMONSTRATIE. Fie 2 € E astfel Incat ar € bE, adica ax = by
pentru y € E convenabil. Din b € Z(E/aF) rezultd y = az pentru un
anumit element z din £. Dupa simplificarc in relatia a(z — bz) = 0 cu
nondivizorul lui zero a, se obtine & = bz. ]

TEOREMA 1.7. Fie 4 un inel noetherian, a,, ..., a, clemente din
radicalul Jacobson st E un A-modul finit generat. Daca ay, ..., a, este
gir E-regulat, atunct orice permutare a elementelor ay, ..., a, este un
E-sir.

DEMONSTRATIE. Deoarece orice permutare este produs de transpo-
zitii §i orice transpozitie se poate obtine prin schimbari succesive de
elemente vecine, este suficient si ariatam ca ay, ..., a;_1, GQi41, @i, Qiy2,
..., a, este E-gir pentru orice 7, 1 < ¢ < n. (Aici folosim conventia ca
din indicii mai mari decat n se scade n.) Din propozitia 1.3 si lema 1.6
rezultd ca proprietatea doritd este stabilitd daca dovedim ca pentru
orice elemente a, b din radicalul Jacobson care formeazi FE-sir, b cste
nondivizor al lui zero pe E.

Fie z € Anng(b). Cum bx = 0si b € Z(E/aFE), cxisti y € E
astfel incat z = ay. Atunci aby = 0, deci by = 0 intrucat a & Z(F).
Asadar, Anng(b) = aAnng(b). Din lema lui Nakayama conchidem ca
Anng(b) =0, adicd b ¢ Z(F). O

Fie F un modul de tip finit peste un inel noetherian A 5i I < A cu
IE # FE. Pentru orice E-sir ay, ..., a,, lantul de submodule

alECa1E+(12EC...CZa1-E

i=1
este strict ascendent. Pentru £ modul noetherian, orice E-gir continut
in I poate fi prelungit la un sir E-regulat maximal a,, ..., a;, n < ¢,

adicd orice a € [ este divizor al lui zero pe E/ Z::, a;E. M. Hochster
[11] a construit siruri maximale continute intr-un acelasi ideal si de
lungimi diferite. Acest fenomen nu se manifesta in module finit gene-
rate peste inele nocthceriene.

TEOREMA 1.8. Fie E un modul de tip finit peste un inel noetherian
A si I un ideal cu IE # E. Atunci orice doua F-girurt mazrimale
confinute in I au acelagi numdr de elemente.

DEMONSTRATIE. Dintre E-girurile maximale continute in [ alegemn
unul a carui lungime n e minima si rationam prin inductie dupa n.
Dacda n = 0, inseamna ca [ constd numai din divizori ai lui zero pe E
si nu avem nimic de justificat. Fien > 1, a;, .. .. a, un E-gir maximal
continut in I §i by, ..., b, un alt E-gir continut in I. Ardtam ca 1
constd numai din divizori ai lui zero pe E/(by,...,b,)E. Pentrun =1,
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I CZ(F/a,E) = U{P : P € Ass(E/a;FE)}. Cum E este modul
noetherian, are doar un numar finit de ideale prime asociate. Cu lema
de evitare se conchide ca I este continut intr-un divizor prim al lui
E/aE. Atunci zI C ay E pentru un anumit z € F\a, E. In particular,
biz = a1y, cu y € E. Observam cia y ¢ b, F (altfel, dupad simplificare
cu by, ar rezulta x € a; F), prin urmare a,ly = byIz C a\b, F, ceea ce
implicad Iy C by E. Agadar, I constd numai din divizori ai lui zero pe
E/bFE.

Pentru n > 1 notdm ca mai inainte F; := E/(a;,...,a;_1)E si
F;i:=E/(by,...,b;_1)E pentru ¢ =1, ..., n. Modificam sirurile a, . ..,
an §i by, ..., b, astfel incat sa obtinem noi giruri regulate avand termeni
in comun. Ca si in cazul n = 1 se poate gasi ¢ € I care nu este divizor
al lui zero pe nici unul dintre modulele E; si F;, 1 < i < n. Folosind
repetat lema 1.6, se deduce ca c, ay, ..., a,_1 §i ¢, by, ..., by_ sunt
E-siruri din /. Din cazul n = 1 aplicat modulului E,, se obtine ca a;,

.. Qn_1, C este F-gir maximal din 7, incat ¢, a,, ..., a,_; este E-gir
maximal continut in /. Conform propozitiei 1.3, a;, ..., a,_; §i by,
.., bp_y sunt F/cE-giruri, iar primul este chiar maximal. In virtutea
ipotezei de inductie, si cel de al doilea F/cE-sir este maximal. Dar daca
by, ..., bu_1, c este E-gir regulat maximal, atunci gi E-girul by, ..., b,_1,
b, este maximal (datoritd celor demonstrate in cazul n = 1). (]

EXEMPLU. In inelul A := K[[X]][Y], X, Y si 1 — XY sunt siruri
regulate maximale. Acest exemplu aratd ca ipoteza IE # E din teo-
rema 1.2 este necesara.

Cuin A este domeniu, X §i 1 — XY sunt giruri regulate. Inelul factor
B := A/(1 - XY) ~ K[[X]]x este izomorf cu localizatul inelului de
serii formale K'[[.X]] in sistemul multiplicativ inchis format din puterile
lui X. Clar B este corp, astfel ca singurul ideal al lui A ce contine
strict (1 — XY ')A este 4. Dar pentru acesta nu este indeplinita prima
conditie ceruta in definitia girului regulat.

Fie Xf+Yg=0,cuf. g€ A Atunci

d+1

d
f=Yad" s og=) b3,

1=0 1=0

cu a;, by € K[[X]] i agy1 # 0 # bq. Relatia

d+1 _
ap + Z(aiX + bi—l))” =0

=1
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implicd ag = 081 b;_; = —a; X pentru 1 <1 < d+ 1, astfel ca

d
g= -X Zai+1}/i € XA.
1=0
Prin urmare X, Y este A-gir. Maximalitatea rezulta ca mai sus, folosind
izomorfismul 4/(X,Y) ~ K.

DEFINITIE 1.9. In ipotezele teoremei 1.8, numarul elementelor din-
tr-un A-gir maximal pe E continut in / se numegte profunzimea lui E
in I sau gradul lui I pe E si se noteaza prof;(E) sau depth;(E). Daca
A este inel local si I este idealul siu maximal, vom renunta la a mai
pune in evidentd idealul gi spunem simplu  profunzimea modulului E“.

Egalitatea prof;(E) = 0 are loc dacd si numai daca I constd nu-
mai din divizori ai lui zero pe E. In cazul unui inel local noetherian
(A, M, K), relatia profy;(E) = 0 este echivalentd cu M € Ass E.

Din teorema 1.8 decurge

COROLAR 1.10. Fie I un ideal intr-un inel noetherian $1 E un
A-modul finit generat. Dacd ay, ..., a, este un E-gir din I, atunc:

prof,(E/(a,...,a,)E) = prof,(E) — n .

In urmatorul rezultat se stabileste o prima legatura intre profunzi-
mea si numarul generatorilor unui modul.

PROPOZITIE 1.11. Fie I un ideal al unui inel noetherian A g1 E un
A-modul de tip finit. Presupunem cad I este generat de t elemente gt cd
prof;(E) = n. Atunci prof;(F) <t gi I poate fi generat de a,, ..., a
astfel incét a,, ..., a, este E-sir. In particular, prof/(E) = p(I) dacd
st numai daca I poate fi generat de un E-gir mazimal.

DEMONSTRATIE. Constderam un sistem de generatori ay, ..., a;
pentru /., numerotat astfel inciat primele k, 0 < k < ¢, elemente sunt
divizori ai lui zero pe F., iar toate celelalte sunt nondivizori ai lui zero
pe E. In cazul k = t. prof;(E) = 0 i nu avern nimic de demonstrat.
Dacéd insd k < t, vom arita ca existd b € I nondivizor al lui zero pe E
astfel incat (ay,...,ax41)A = (b,a,...,ax)A. Dupd trecerea la E/bE
si I/bA. concluzia propozitiei de obtine prin inductie dupa prof; (E).

Fie X := {P,..., P} elementcle maximale (fatd de incluziune)
din Ass E. In conformitate cu alegerea lui k, existd un element de
forma a + cagyy cu a € (ay,...ax)A, ¢ € A, care nu este continut in
Z(E) =U{P : Pe X} Daciaxy apartine la exact r dintre idcalele
Py, ... P, atunci r < s (altfel @ € (ay,...,ar)A C Z(FE)) si, dupd o
eventuald renumerotare, putem presupune ca acestea sunt Py, ..., P.
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Alegemd € PN NP\ (PLU...UP,) si punem b := ad + axq;.
Acest element arc proprietdtile dorite. O

Se poate ardata ca dacd in plus I este continut in radicalul inelu-
lui, din egalitatea prof;(E) = p([) rezulta ci orice sistem minimal de
generatatori ai lui I este E-gir.

La calcularea profunzimii unui modul intr-un ideal, putem pre-
supune ca idealul este prim.

PROPOZITIE 1.12. Dacd IE # E, exista P € V(I) astfel incdt
prof;(E) = profp(E).

DEMONSTRATIE. Fie a,, ..., a, un A-gsir maximal pe E continut
in I. Cu lema de evitare rezultd ci I este continut intr-un ideal prim
P asociat lui E/(ay,...,a,)E. Vom arita ci ay, ..., a, este un A-gir
maximal pe E continut in P. Evident P consta doar din divizori ai lui
zero pe modulul E/(ay,...,a,)E. Mai trebuie si dovedim PE # E,
ceea ce se poate face prin reducere la absurd.

Aratim ca din egalitatea PE = E rezultd ca anulatorul modulului
E contine un element de forma 1 + a, cu a € P. Pentru aceasta,
consideram un sistem finit de generatori zy, ..., z; pentru A-modulul
E. Atunci pentru orice 7, 1 <1 <'t, avem x; = Z;:, a;;T; cu a;; € P.
Rescriind aceste relatii sub forma 2321(51'1' —a5)z; =0, 1 <1i <t
unde d;; este simbolul lui Kronecker, rezultd ca d := det (;; — a;;) €
€ Ann E. Prin calcul direct se gidseste ca acest determinant are forma
d=1+a, cua€ P. Pede altd parte, relatiile 1 + a € Ann £ C P si
a € P conduc la contradictia 1 € P. O

ProOPOZITIE 1.13. Daca un ideal I contine un A-gir de lungime n,
atuncin < ht 1.

DEMONSTRATIE. Cum ht [ = inf {ht P : P € \V(I)}, putem
presupune ca I este ideal prim. Prin inductie dupa n vom arita ca
ht I > n. Cazul initial n = 0 nu necesita nici o justificare. Fie ;. .. .,
a, un A-gir maximal continut in I de lungime strict pozitiva. Notdm
B := A/a;1A, Q := I/a;A. Imaginile lui ay, ..., a, in B formeazi un
B-gir de lungime n — 1 continut in ). Din ipoteza de inductie rezulta
ht @ > n — 1. Cum q; este nondivizor al lui zero, el nu este continut
in nici un ideal prim minimal al Tui 4. Aplicind rezultatul urmator,

conchidem ca ht I > n. O

LEMA 1.14. Fie P un ideal prim al unui inel A s fie a € P
un element care nu aparfine nict unui ideal prim minimal al lui A.
Dacd B := A/aA, Q := P/aA ik este indlfimea ki QQ in B, atunci
ht P>k+1.
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DEMONSTRATIE. Cazul k infinit fiind cvident, presupunem £ finit
st consideram un lant saturat de ideale prime in B: Qr C ... C @, C
C Qo = Q. Preimaginile acestor ideale prin surjectia canonica A — B
formeazia un lant de ideale prime in 4: P, C ... C P, C B, = P.
Deoarcce a € P, si prin ipoteza a nu apartine nici unui ideal prim
minimal din A4, rezultd ca existd Py, € Spec A continut strict in
P O

TEOREMA 1.15. Dacd (A, M, K) este inel local noetherian gi E este
un A-modul nenul de tip finit, atunci

prof E < min{dim(A/P) : P€ Ass, E} <dimFE .

DEMONSTRATIE. Inegalitatea din dreapta este consecinta imediata
a definitiei

dimE = sup{dim(A/P): P€ Ass, E} =
= sup{dim(A/P) : P € Supp, F} .

Vom demonstra inegalitatea din stanga prin inductie dupa n := prof E.
Intrucét cazul n = 0 este clar, vom presupune ci M contine un element
a nondivizor al lui zero pe F gi cd proprietatea este adeviratia pentru
modulele cu profunzimea n — 1.

Din corolarul 1.10 rezulta prof (F/aF) = n — 1, prin urmare

prof(E/aFE) < min{dim(A/Q) : Q € Ass(E/aFE)} .

Daca ardatadm ca orice ideal prim P asociat lui F este continut strict
intr-un ideal prim @ asociat modulului F/aF, vom obtine

min{dim(4/Q) : Q € Ass(E/aF)} < min{dim(A/P) : P € Ass(E/aF)}

si concluzia teoremei rezulta imediat.

Fie P € Ass E. Prin alegerea sa, Anng(P) este un submodul nenul
al lui E continut in F' := (aF : P)g. Dacd ardtidm relatia aE C F,
atunci E/aFE are submodulul nenul G := F/aFE care este anulat de P.
Pentru orice @ € Ass G C Ass E/aE avem PC Ann G C Qsi P #Q
deoarece a € QQ \ P.

Sa presupunem cd avem e’ = F = (aE : P)g. Atunci orice element
r € Anng(P) are o reprezentare x = ay,cuy € E. DinaPy =Pz =0
rezultd Py = 0 pentru ca a este nondivizor al lui zero pe E. Conchidem
Anng(P) = aAnng(P), iar lema lui Nakayama conduce la contradictia

Anng(P)=0. a

Ca mai Intotdeauna, transformarea unei inegalitati intr-o egalitate
are consecinte remarcabile.
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DEFINITIE 1.16. Un modul E finit generat peste un inel local noe-
therian (A, M, K) este numit modul Cohen-Macaulay daci E cste nul
sau dacd E # 0 gi profy (E) = dim4(E). Un modul E de tip finit peste
un inel noetherian A este numit modul Cohen-Macaulay dacd E), este
Ajpr-modul Cohen-Macaulay pentru toate idealele maximale M ale lui
A. Daci A este A-modul Cohen-Macaulay, se spune ci A este inel
Cohen-Macaulay.

COROLAR 1.17. In condifiile teoremei 1.15, fie ay, ..., a, un gir
E-regulat din M. Atunci Eeste A-modul Cohen-Macaulay dacd $i nu-
mai dacd E/(ay,...,a,)FE este A/(ay,...,a,)A-modul Cohen-Macaulay.
In particular, dacd a,, ..., a, este un $ir regulat confinut in M, atunci
A este inel Cohen-Macaulay dacd §i numai dacd Af(ay,...,a,)A este
inel Cohen-Macaulay.

DEMONSTRATIE. Este suficient si stabilim afirmatia in cazul
n = 1. Din corolarul 1.10 se stie ca prof (E/a;E) = prof E — 1,
iar din corolarul 11.4.8 se obtine dim E = dim(E/a;FE). Altfel spus,
un nondivizor al lui zero face parte dintr-un sistem de parametri ai lui

E. a
COROLAR 1.18. Pe langa ipotezele din corolarul precedent, cerem
ca E sd fie modul Cohen-Macaulay. Atunci dimA/P = dimFE — n

pentru orice P € Ass (E/(ay,...,a,)E). In particular, submodulul
(ay,...,a,)E nu are componente primare scufundate.

DEMONSTRATIE. Din corolarul 1.10, teorema 1.15 si corolarul 11.4.8
avem

prof E —n = prof(E/(ay,...,a,)E) <
< min{dim(A/P) : P € Ass(E/(ay,...,a,)E)} <
< max{dim(4/P) : P € Ass(E/(a\,...,a,)FE) } =

dim(E/(a;,...,a,)E) =dimE — n .

Cum termenii extremi coincid, toate inegalitatile sunt de fapt egalititi.
O

COROLAR 1.19. Fie (A, M, K) un inel Cohen-Macaulay si a;. .. ..
a, € M. Sirul ay, ..., a, este requlat daca si numai daca face parte
dintr-un sistem de parametri ai lui A. In particular, sistemele de
parametr: pentru inelul local st Cohen-Macaulay A coincid cu A-girurile
mazximale confinute in M.

DEMONSTRATIE. Rezultatul precedent implica faptul ca Ass A con-
sta doar din idealele prime minimale din A. Prin urmare, pentru a
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clement arbitrar al lni A avem dim (A/aA) = dim A —1 daca si numai
daci a este nondivizor al lui zero. Cand aceste conditii echivalente sunt
indeplinite. A/aA este inel Cohen-Macaulay conform corolarului 1.17.
Demonstratia se incheie rationand prin inductie dupa n si folosind ca-
racterizarca sistemelor de parametri data in propozitia 1.4.21. O

EXEMPLE. 1. Orice modul finit generat de dimensiune 0 peste un
inel noctherian este modul Cohen-Macaulay.

2. Orice inel noetherian redus de dimensiune 1 este inel Cohen-
Macaulay. Intr-adevir, pentru M € Max A, inelul Ay, este fie corp, fie
unu-dimensional §i redus. In primul caz se foloseste exemplul anterior.
Sa presupunem cd dim A,; = 1. Cum in orice inel redus, toate idealele
asociate sunt minimale, rezultd M Ay, € Ass Aps. Prin urmare M Ay,
contine un nondivizor al lui zero, deci prof Ay = 1 = dim Ay,.

3. Inelul A := K[X,Y]/(X? XY), cu K corp, nu este Cohen-
Macaulay.

Egalitatea (X2, XY) = (X2,Y) N (X) in care figureazi idealul
prim (X) si idealul (X?,Y) al cirui radical este maximal este o des-
compunere primara redusa pentru idealul din membrul stang. Avem,

agadar, Ass A = { (z), (z,y) } s
dim A = max{dim K[X,Y]/(X),dm K[X.Y]/(X,Y)}=1.
Idealul A := (z,y)A este maximal gi M Ay, € Ass Ay, Prin urmare

prof Ay = 0, in vreme ce dim Ap; = 1 pentru ca sirul de ideale prime
zApn C M A este maximal.

2. Inele Cohen-Macaulay

Rezultatul urmator este considerat a fi punctul de plecare pentru
teoria studiatad in acest capitol. Demonstrat de Macaulay in 1916 pen-
tru inele de polinoame cu coceficienti intr-un corp, a fost extins de Cohen
in 1946 pentru inele regulate.

TEOREMA 2.1. (Teorema de nemiztare a lui Macaulay) Fie A un
inel Cohen-Macaulay si I < A un ideal de indlfime n. Atunc:

a) prof,(A) = n.

b) p(I) = ht(I) daca si numar dacd I este generat de un A-gir.
In acest caz toate idealele prime asociate lui I auw aceeasi indlfime. In
particular, I nu are componente scufundate.

DEMONSTRATIE. Fieay, ..., a; un A-sir, P € Ass (A/(ay,...,as)A)
si M € Max A4 ce contine P. Imaginile lui a,, ..., a; In 4,; formeaza
un A,-sir si PAj,y este prim asociat idealulut generat de acestea in A,;.
Conform corolarului 1.18 P A;; este ideal minimal peste (ay, ..., as)Ayy,
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prin urmare I € Min (A/(ay,...,as)A). Cum Indltimea unui ideal ge-
nerat de un gir regulat coincide cu lungimea girului, am obtinut ultima
afirmatie din concluzia teoremei.

Daca sirul regulat a,, ..., as este continut in / si este maximal,
atunci I constd doar din divizori ai lui zero pe A-modulul factor
A/lay, ..., a5)A, deci I este continut intr-un ideal prim asociat acestui
modul. Conform celor demonstrate in paragraful precedent, ht P = s.
Din definitia inaltimii rezultd ht /= n < s = ht P. Pe de alta parte,
daca () este un divizor prim minimal al lui 7 cu ht ) = ht I, atunci
(ar,...,a5)A C Q, astfel cd n = ht @ > ht (ay,...,a;,)A = s. S-a
obtinut n = s, tocmai afirmatia a).

Stim deja din propozitia 1.11 ca orice ideal are un sistem minimal
de generatori continand un gir regulat de lungime prof;(4). Asadar,
dacd p(I) = ht (I), atunci I poate fi generat de un A-gir. a

COROLAR 2.2. Dacd A este inel Cohen-Macaulay, atunci:
a) Ap este inel Cohen-Macaulay pentru orice P € Spec A,
b) orice localizat al lui A este inel Cohen-Macaulay,

¢) pentru PP, QQ € Spec A cu P C QQ avem

ht @ = ht P +dim(Ag/PAg) .

DEMONSTRATIE. a) Fie P un ideal prim de indltime n. Atunci
P contine un A-sir de lungime n. Imaginea acestui sir in Ap este un
Ap-gir regulat continut in idealul maximal al acestui inel local. Prin
urmare, prof (4p) > profp(A) = dim Ap. Dar inegalitatca contrara
are loc intotdeauna.

Afirmatia b) rezultd din definitia inelului Cohen-Macaulay, din pro-
prictatca demonstratd la punctul ¢) si din corespondenta dintre ide-
alele prime ale unui inel si cele ale unui localizat al sau. Pentru a

demonstra ¢). consideram «ay, ..., a, un A-gir de lungime n = ht P
continut in 2. Atunci Py este un divizor prim minimal al idealului
J = (ay,....a,)Ap generat de un Ag-gir. Prin urmare PAg este ideal

prim asociat Ag-modulului Ag/J. Cum Ag este inel Cohen-Macaulay,
corolarul 1.18 asigura
dim (Ag/PAg) =dim (Ag) —n=ht Q@ —ht P.
O

COROLAR 2.3. Dacd (A, M, K) este un inel local Cohen-Macaulay
si I # A este un ideal, atunct dim A = dim (A4/I) + ht 1.

DEMONSTRATIE. In aceste ipoteze dim A = dim (4/P) pentru
orice ideal prim minimal P al lui A, ceea ce inseamna ca toate lanturile
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2. INELE COHEN-MACAULAY 91

saturate de ideale prime din A au acceasi lungime. Concluzia dorita
rezulta acum din definitiile dimensiunii i indltimi. O

Studiem acum stabilitatea proprietatii Cohen-Macaulay la operatiile
uzuale.

PROPOZITIE 2.4. Un inel A este Cohen-Macaulay dacd si numai
dacd inelul de polinoame A[X] este Cohen-Macaulay.

DEMONSTRATIE. Intrucat nedeterminata este un nondivizor al lui
zero, dacid A[X] este inel Cohen-Macaulay rezulti cd A are aceeasi
proprietate conform corolarului 1.17. ‘

Reciproc, fie M € Max A[X] si P := M N A. Cum idealul prim P*
este continut strict in M gin := ht P = ht P* = ht M — 1, este suficient
sd ardtdm profy (A[X]) > n+ 1, cici va rezulta profys (A[X]) = ht M.
Cum prin localizare profunzimea nu descreste, in vreme ce dimensiunea
nu cregte, vom conchide cid A[X]y, este inel Cohen-Macaulay. Intrucat
aceastd concluzie este valabild pentru orice ideal maximal al lui A[X],
inseamna ca acest inel este Cohen-Macaulay.

Daca ay, .. ., a, este un A-gir maximal continut in P, atunci raimane
gir regulat pe A-modulul liber A[X]. Prin urmare

profy (A[X]/(a1,. .., a,)A[X]) = profy, (A[X]) — n .
Trecaind la inelul cat
B := A[X]/(ai,...,an)A[X] =~ (A/(al, L a,)A)[XT,

este suficient sd aratidm ca un ideal maximal dintr-un inel noetherian
de polinoame intr-o variabild nu poate consta doar din divizori ai lui
zero.

Sa presupunem cd N € Max B gi N C Z(B). Atunci nedeterminata
X, fiind nondivizor al lui zero, nu apartine idealulni N. Prin urmare
N + X B = B datorita maximalitatii idealului NV, incat exista f € N
si g € B astfel incat f + Xg = 1. Un polinom este divizor al lui zero
daca si numai daca este anulat de un element din inelul de coeficienti,
incat toti coeficientii sdi sunt anulati de un divizor al lui zero. Cum
termenul liber al polinomului 1 — X ¢ = f este inversabil, s-a ajuns la
contradictia f & Z(B). O

TEOREMA 2.5. Pentru un inel local g1 noetherian (A, M, ), urmd-
toarele afirmafii sunt echivalente:

(t) A este inel Cohen-Macaulay,
(i1) existd un sistem de parametri care este A-gir,
(121) orice sistem de parametri este gir requlat.
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DEMONSTRATIE. Stim deja cd (i) implica (4i7). Presupunem condi-
tia (27) indeplinitd gi consideram un sistem de parametri ay, .. ., a4 care
este A-gir. Atunci ht M = d < profy, (A). O

TEOREMA 2.6. Fie (A, M, K) un inel local, noetherian gi Cohen-
Macaulay, iar a;, ..., a, € M, n > 1. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(i) ay, ..., a, este A-gir,

(%) ht (ay,...,a,)A=rpentrur=1, ..., n,

(it7) ht (a1,...,an)A =n,

(v) ai, ..., a, face parte dintr-un sistem de parametri ai lui A.

DEMONSTRATIE. Pentru a demonstra cd (z) implica (it), se ob-
serva ca pentru orice r cuprins intre 1 si n, a1, ..., a, este §ir re-
gulat, deci pentru idealul I := (ay,...,a,;)A sunt indeplinite relatiile
r < prof; (A) < u(I) < r. Cum A este inel Cohen-Macaulay, avem
prof; (A) = ht I.

Din teorema de nemixtare a lui Macaulay rezulti ci (i) este consecin-
t4 a conditiei (i77). Implicatia (i) == (iv) a fost deja demonstrata in
corolarul 1.19, iar (iv) = (¢) conform teoremei precedente. O

DEFINITIE 2.7. Fie (A, M, K) un inel local noetherian gi ¢ un ideal
M-primar. Atunci A/Q este A-modul de lungime finitd. Multimea

Soc(A/Q) := Annaso (M) = (0: M)a/q

este numitd soclul lui A/Q.

Soclul lui A/Q este un K-spatiu vectorial de dimensiune finit4.
Orice submodul nenul U < A/Q are urma pe soclu nenuld deoarece U,
fiind modul de lungime finita, contine un element nenul anulat de M.

Altfel spus, Ass4 (U) = { M }.

PROPOZITIE 2.8. Fie (A, M, K) un inel local, noetherian $1 Cohen-
Macaulay, tar ay, ..., ag un sistem de parametr: ai lur A. Numarul

r = dimg Soc(A/(ay,. .., aq)A)

nu depinde de alegerea sistemulut de parametri ay, ..., aq4.

DEMONSTRATIE. Rationam prin inductie dupa d. Cazul d = 0 este
clar. Fie d =1 si b € M un nondivizor al lui zero. Atunci a;b € Z(A)
si este suficient sa aratam

dimg Soc(A/a bA) = dimg Soc(A/a; A) .

Daci c-€ A\ 14 i cM C a4, atunci ¢b € A\ C a,bA

si ¢cbM C a;bA. Rezultd cd omotetia de raport b induce un mortism
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injectiv ¢ : Soc(A/a,A) — Soc(A/a bA). Ardtim cd ¢ cste izomor-
fism. Fie r € A cu M C a;bA. Cum apartenenta za; € a;bA are loc
doar pentru z € bA, conchidem ca ¢ este aplicatie surjectiva.

Presupunem acum ca d > 1 i cd propozitia este valabila pentru
inele de dimensiune cel mult d — 1. Daca by, ..., by este un alt sistem
de parametri ai lui A, cu un rationament folosit in demonstratia teore-
mei 1.8 se gaseste ¢ € M astfel cac, ay, ..., aq-185i¢, by, ..., by sé fie
sisteme de paramectri ai lui A. Cum ay, ..., ag_y §i by, ..., by_; induc
sisteme de parametri ai inelului Cohen-Macaulay A/cA, din ipoteza de
inductie rezulta

dimg Soc(A/(c,ay, .. .,aq-1)A) = dimg Soc(A/(¢, by, ..., bg_1)A) .
Se aplica apoi cele demonstrate in cazul d = 1 inelelor Cohen-Macaulay
A/(ay,...,aq-1)A st A/(b1,...,bg—1)A pentru a obtine

dimg Soc(A/(c,ay,...,aq_1)A) = dimg Soc(A/(ay, ..., aq)A)

si
dimg Soc(A/(c, by, ..., bg—1)A) = dimg Soc(A/(by, ..., bg)A) .
O

DEFINITIE 2.9. Numadrul r din propozitia 2.8 se numeste tipul ine-
lului local Cohen-Macaulay A. Un inel local Cohen-Macaulay de tip 1
se numegte inel Gorenstein. Un inel noetherian A se numeste Goren-
stein daca A,y este inel local Gorenstein pentru orice ideal maximal M
al lui A.

LEMA 2.10. Fie (A, M, K) un inel local noetherian §i Q un ideal
M -primar. Idealul @ este ireductibil daca st numai daca

dimyg Soc(4/Q) = 1.

DEMONSTRATIE. Idealul ) este ireductibil daca si numai daca sub-
modulul nul al lui A/Q este ireductibil. Modulul nul este reductibil
dacd gi numai daca existd submodule nenule U g1 V ale lui A/Q astfel
incat UNV = 0. Am observat deja ca U si V au urme nenule pe soclul
lui 4/Q, deci dacd @ este reductibil, atunci dimg Soc(A/Q) > 2. Re-
ciproc, din dimg Soc(A/Q) > 2 rezultd ca existd subspatii vectoriale
unu-dimensionale U gi V" continute in Soc(A/Q) a cdror intersectie este
nula. Aceasta inseamna ca idealul () este reductibil. O

Acum putem formula una din caracterizarile gasite de Bass pentru
inelele Gorenstein.

PROPOZITIE 2.11. Un inel local si Cohen-Macaulay (A, M, K) este
Gorenstein dacd $t numai dacd existd un sistem de parametri ai lui A
ce genereaza un ideal ireductibil.
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DEFINITIE 2.12. Un inel local noetherian (A, M. K) este numit
intersectie completd dacd existd un inel local regulat (R, N, K') si un
ideal I < N astfel incat pu(I) = ht I i A = R/I. Un inel noctherian
A este numit local-intersectie completa daca Ay, este inel intersectie
completd pentru orice M € Max A.

Se poate arata ca daca inelul local noetherian (A, A, K) este inter-
sectie completa si poate fi reprezentat sub forma A = B/J cu B inel
local regulat, atunci J este generat de un B-gir. Sa observdm ca orice
inel local regulat este intersectie completa, deci un inel regulat este
local-intersectie completa.

PROPOZITIE 2.13. Dacd inelul local noetherian (A, M, K) este inter-
sectie completd, atunct este inel Gorenstein.

DEMONSTRATIE. Fie A = R/I pentru un inel local regulat (R, N, K)
si I un ideal generat de un R-gir 7y, ..., 7,. Cum inelul R este Cohen-
Macaulay, existd un sistem de parametri ai lui R de forma ry, ..., 7,
by, ..., b;. Idealul maximal N al inelului regulat R fiind genecrat de un
sistem de parametri ai lui R, din propozitia 2.8 deducem

dimg Soc(R/(71,. .-, Tn, b1, ..., b)R) = dimg Soc(R/N) =1 .
Imaginile a,, ..., a, ale lui b, ..., b in A formeazd un sistem de
parametri ai acestui inel local, astfel ca

Soc(A/(ay,...,a;)A) = Soc(R/(r1,...,Tn,b1,...,0)R) .
O

Diagrama de mai jos sintetizeaza ierarhia inelelor noetheriene. Toa-

te incluziunile sunt stricte. Un inel (nu neapirat domeniu de integri-
tate) este numit normal dacd este intreg inchis in inelul siu total de

fractii.

{ corpuri }

N
{ domenii principale } C { factoriale }
{ regulate } C { normale }
{ local-intersectie completd }

N
{ Gorenstein }

{ Cohen-Macaulay }

{ noetheriene }
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3. Inele regulate

In accasti sectiune vom prezenta cateva proprietiati elementare ale
inelelor regulate. Rezultatele mai profunde necesitd metode omologice
pentru demonstragit.

LEMA 3.1. Fie (A, M, K) un inel local noctherian, a € M \ M? g1
B := A/aA. Atunci edim B = edim A — 1.

DEMONSTRATIE. Notdm N extinsul idealului maximal M in B si

k dimensiunea de scufundare edim B. Aceasta inseamnd cd existd
clemente a,, ..., ax € M ale cdror imagini In B genereaza N. Atunci
a, ay, ..., a; este un sistem de generatori ai idealului M. Vom arata ca
imaginile acestor clemente in M/M? sunt K-liniar independente. Fie
. Y1, .- Ye € A astfel incat ax +ayy, + - - - + aryx € M2, Prin trecere
la clase modulo a4 se vede ca din alegerea lui a,, ..., ax rezulta ca y,,
.., Y¢ € M. Prin urmare ax € M? si cum a € M?, iar M? este ideal
M -primar, se conchide = € M. g

PROPOZITIE 3.2. Fie (A, M, K) un inel local noetherian, a ¢ M?
neinversabil gt B := AfaA.
a) Daca A este inel regqulat, atunci B este inel requlat.
b) Dacd a nu aparfine nici unut ideal prim minimal, iar B este
inel requlat, atunci A este inel regulat.

DEMONSTRATIE. Conform rezultatului consemnat in lema prece-
dentd avem edim B = edim A — 1. Afirmatia de la punctul a) rezultd

din relatiile
dimd —-1<dmB <edimB =dimA-—-1.

Reciproca partiald de la b) este consecinta egalititilor edim A — 1 =
=cdimB =dimB =dim A4 - 1. a

LEMA 3.3. Fie A un inel noetherian care nu este domeniu de in-
tegritate. Atunci orice ideal prim principal P confinut in radicalul Ja-
cobson al lui A este ideal prim minimal.

DEMONSTRATIE. DacA P = ad € Specd si ) € Spec A este
continut strict in P, atunci Q@ C N{P"* : n € N}. Intr-adevir, pen-
tru orice x € (Q avem r = ay, cu y € A. Cum a ¢ (, inseamna
iy € Q C P, prin urmare z = a’z cu z € A, s.a.m.d. Din lema
de intersectic a lui Krull rezultd N{P* : n € N} = 0. Cum idealul
nul nu este prim decat intr-un domeniu de integritate, s-a ajuns la o

contradictie. (]
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PROPOZITIE 3.4. Orice inel local requlat (A, M, K) este domeniu
de integritate.

DEMONSTRATIE. Rationam prin inductie dupa d = dim A. Daca
d = 0, idealul maximal este generat de multimea vida, deci este nul,
incat A este corp. Fie d > 1si a € M \ M? (se poate gisi un astfel de
element pentru ci in caz contrar din lema lui Nakayama rezulta M = 0,
i.e. d = 0). Inelul B := A/aA este regulat de dimensiune d — 1 conform
propozitiei 3.2, deci este domeniu de integritate in virtutea ipotezei de
inductie. Atunci P := aA este ideal prim. Dacia A nu ar fi integru,
lema precedentd ar implica P € Min A. Atuncit M\ M2 CU{Q : Q €
€ MinA} si M ar fi inclus in reuniunea unui numdir finit de ideale,
dintre care doar M? nu este prim. Din lema de evitare a lui McCoy
rezultd ca M este continut intr-un ideal prim minimal al inelului, in
contradictie cu ipoteza dim A > 1. a

LEMA 3.5. Fie A un inel noetherian cu proprietatea cd orice ideal
mazimal al sdu confine un singur ideal prim minimal. Atunci A este
izomorf cu un produs direct finit de inele cu proprietatea cad fiecare are
unic ideal prim minimal.

DEMONSTRATIE. Fie Min A = {P,...,B}siN=Pn...NPH
nilradicalul lui A. Cum A este noetherian, existd s € N* astfel incit

N¢ =0, deci

t t
[I7 (1P =n=0.
i=1

=1
Din ipoteza rezultd ca idealele prime minimale ale lui A sunt coma-
ximale doua cate doua. Prin urmare, din lema chineza a resturilor se
obtine

{ t t
P =[P s A=A/Pin.. Py ~]]A/P;
=1 =1 i=1

Evident Min A/PF ={P;} (1 <i<t). O

COROLAR 3.6. Fie A un inel noetherian cu proprietatea cd Apy este
domeniu de integritate pentru orice M € Max A. Atunce A este produs
direct finit de domenii de integritate. In particular, un inel requlat este
produs direct finit de domenit de integritate.

DEMONSTRATIE. Conform lemei precedente avemn A ~ ]_[f.:1 A;, cu
Min A4; = { P}, 7= 1,...,t. Din ipotezd A, este redus pentru orice
M € Max A, astfel cd A este redus. Atunci imaginea sa omomorfa A,
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(1 <@ < 1) este de asemenca inel redus. Dar nilradicalul lui A; coincide
cu %, astlel ca Po=0,:0=1, ..., t. d

EXEMPLE. 1. Am observat in demonstratia propozitiei 3.4 ca un
inel local, regulat si de dimensiune zero este corp.

2. Pentru un inel local, noetherian, unu-dimensional (A, M, K),
urmatoarcle afirmatii sunt. echivalente:

(z) A este inel regulat,

(i1) M este ideal principal nenul,

(711) A este inel de valuare discretd (i.e. domeniu principal cu un

singur ideal prim nenul),

(1v) A este domeniu normal.

Sunt evidente implicatiile (1) = (ii) = (i11) = (iv) si (11) =
(7). Vom ardta cd din conditia (iv) rezultd (277).

Fie F := (A : M)g transportorul lui M in A calculat in corpul
de fractii ¢ al lui A. Evident E contine A. Observam ca incluziunea
este stricti. Intr-adevir, deoarece M este unicul ideal prim nenul din
inel, pentru orice clement nenul a din M existd ¢ > 1 minimal cu
proprietatea M* C ad. Fie b € M""!\aA si  := b/a € Q. Din
bM C M?* sc conchide z € E\ A. Din incluziunile M C EM C A si din
faptul ca E'M este ideal in A rezultda EM = A sau EAM = M. Ultima
egalitate nu este posibila, deoarece implicd zM C M, deci "M C M
pentru orice n € N, astfel cd A[z] C A. Aceasta inseamni cd z este
intreg peste domeniul normal A, adicd z € 4, contradictie.

Prin urmare, arc loc egalitatea EM = A. Ardtim ci M/M? este
K-spatiu vectorial de dimensiune 1, ceea ce, impreund cu lema lui
Nakayama, asigurd c¢a Al este ideal principal. Fie I un ideal cuprins
intre M si M?. Atunci M C JE C A si cum [E este ideal in 4, avem
fie A = IE. de unde prin inmultire cu A decurge Al =1, fie M = IE,
cecea ce implicd [ = M2,

3. Daca (A, M, i) este inel regulat de dimensiune cel putin 2 si
a € M?, a # 0, atunci inelul 4/aA este intersectie completd, dar nu

este incl regulat.

LEMA 3.7. Un wnel noctherian A cste redus dacd $1 numar dacd
pentru orice ideal prim P cu prof(Ap) = 0, inelul Ap este regulat.

DEMONSTRATIE. Observam mai intai ca din propozitiile 1.3.45 si
1.4 rezultd cd un ideal prim P satisface conditia prof(Ap) = 0 daca si
numal dacd este prim asociat lui A.

Toate idealcle prime asociate unui inel redus sunt minimale, deci
dacd A este redus, atunci egalitatea prof(Ap) = 0 are loc dacd si numai
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daca P € Min A. Pentru astfel de ideale prime Ap este inel artinian
redus, deci corp.

Reciproc, fie /V nilradicalul unui inel A cu proprietatea ca pentru
orice ideal prim P cu prof(Ap) = 0, inclul Ap este regulat. Notdm [ :=
:= Ann N. Cum un inel local si regulat este domeniu de integritate,
pentru orice P € Ass A nilradicalul lui Ap, care coincide cu NAp, este
idealul nul. Atunci I € P si prin urmare ] € U{P : P € Ass A} =
= Z(A), de unde se deduce N = 0. a

Un rezultat similar este valabil pentru dimensiunea unu:

TEOREMA 3.8. (Criteriul de normalitate Krull-Serre) Un inel noe-
therian A coincide cu inchiderea sa intreagd in inelul total de fracfii
dacd 1 numai daca Ap este inel regqulat pentru orice orice ideal prim
P astfel ca prof(Ap) < 1.

DEMONSTRATIE. Se poate consulta [4, teorema 7.12]. O

Ultimele doud rezultate mentionate pot fi reformulate in termeni de
ecuatii polinomiale. Un inel A este redus daca si numai daci o ecuatie
de forma X™ = 0, n > 1, nu are solutii in A\ {0}. Conditia ca un
inel A si fie intreg inchis in inelul total de fractii Q(A) inseamna ca
orice ecuatie de tipul X™ + a,_, X" '+ .- + ;X + ap = 0, cu ao,

. an—1 € A, n € N, nu are solutii in Q(A4) \ A. In acecasi ordine de
idei, ar fi interesant de vazut daca exista caracterizari de aceasta forma
pentru inelele noetheriene ale caror localizate in idealele prime P cu
prof(Ap) < n sunt inele regulate, n > 2.
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CAPITOLUL 4

Metode omologice in studiul inelelor regulate

Acest capitol permite o superficiala luare la cunostintd a unora
dintre progresele posibile in algebra comutativa doar dupa insusirea
tehnicilor de algebra omologica.

1. Module proiective i module injective

Modulele proiective corespund unor obiecte studiate in topologic.
O teorema a lui R. Swan afirma echivalenta notiunilor de fibrat vecto-
rial deasupra unui spatiu topologic compact X si de modul proiectiv
peste inelul functiilor continue pe X cu valori reale. Modulele injective,
aparent obtinute printr-o alta dualitate, permit caracterizari alterna-
tive pentru inelele Gorenstein definite in capitolul precedent.

Deocamdatd A este un inel comutativ gi unitar, iar £ un A4-modul.
Definitiile si rezultatele urmatoare sunt valabile gi in cazul necomutativ,
dacd avem grijd sa fim consecventi—de pilda, toate modulele si fie
stangi.

DEFINITIE 1.1. F se numegte modul protectiv daci pentru orice epi-
morfism de A-module p : F — G si pentru orice morfism
u: E — G exista f € Homu(F, F) astfel ca « = pf. F se numegte
injectiv daca pentru orice monomorfism de A-module : : F — G si
pentru orice morfism v : F — E existd ¢ € Hom (G, E) astfel ca
v = gi.

LEMA 1.2. Orice modul liber este protectiv.

DEMONSTRATIE. Dacd (ex)aea este o bazid a modulului liber E i
p : F — G este un epimorfism, pentru un morfism arbitrar
u: E — G alegem fy € p~!(u(ey)) pentru fiecare A € A. Asocierea
ex — fa, A € A, defineste o functie E — F carce se extinde in mod unic
(c¢f. proprietatea de universalitate a modulelor libere) la un morfism
f € Hom4(E, F) cu proprietatea cerutd in definitia 1.1. O

TEOREMA 1.3. Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) E este un modul proiectiv,
99
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100 1. METODE OMOLOGICE IN STUDIUL INELELOR REGULATE
(i1) pentru orice epimorfism p: F — G, morfismul indus
Hom4(E,p) : Hom4(E, F) — Hom4(E,G) , f— pf ,

este surjectiv,
(i17) orice gir exact scurt de forma 0 — F — G — E — 0

este scindat,
(iv) ezistd un modul G astfel incit E @ G este modul liber.

DEMONSTRATIE. Echivalenta primelor doud conditii este clard. Sa
presupunem cd F este modul proiectiv. Conditia (:7) rezultd aplicand
_definitia 1.1 pentru epimorfismul G — F si pentru morfismul iden-
titate £ — F. Dacd (ii7) este adevdrata, fie F' un modul liber
pentru care existd un epimorfism f : F — E. Cum sirul exact
0 — ker f — FF — E' — 0 este scindat, avem F ~ E® ker f.

Sa presupunem acum ci pentru E este valabild proprietatea (iv)
si sd considerdm un epimorfism arbitrar p : I — G. Din lema ante-
rioard stim cd pentru orice modul liber L, morfismul Hom 4(L, p) este
surjectiv. Daca in plus E este sumand direct al lui L, se obtine o
diagrama comutativa '

Hom , (L .p)
—_5

Hom (L, F) Homy(L, G)

l l

Hom(E,
Homyu(F, F) Zoma(Ee), Homyu(E, G)
in care sigetile verticale sunt morfisme surjective. Conditia (7) rezulta
din observatia urméatoare. O

LEMA 1.4. Fic f € Hom4(F,G) si g € Hom4(G, E).

a) Daca f si g sunt epimorfisme, atunct gf este epimorfism.

b) Daca gf este epirnorfism, atunct g este de asemenea epunorfism.

COROLAR 1.5. a) Fie (E))xea 0 familie de module. Atunci @yea E)
este modul protectiv daca si numai daca E este modul proiectiv pentru

orice A € A.
b) Un sumand direct al unui modul proiectiv este modul proiectiv.

DEMONSTRATIE. Afirmatia a) rezulta din tcorema 1.3 gi din aso-
clativitatea i comutativitatea sumei directe de module, iar b) este un
caz particular al proprietatii a). 0

COROLAR 1.6. Dacd E este un modul proiectiv de tip finit, existd un

modul finit generat G astfel incat E® G este modul liber. In particular,
E este de prezentare finitd.
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1. MODULE PROIECTIVE §1 MODULE INJECTIVE 101

DEMONSTRATIE. Se considerda 0 — G — F — E — (0 un sir
exact in care F este modul liber de rang finit. Conform tecoremei 1.3,
avem F' ~ E@® (. De aici rezultd cid G este finit generat pentru ca este
imagine omomorfi a unui modul de tip finit. In plus, din E ~ F/G
rezultd ca F este de prezentare finité. O

Dualitatea modul proiectiv-modul injectiv nu functioneaza foarte
bine: chiar daca rezultatele sunt analoage, demonstratiile sunt de cele
mai multe ori complet diferite gi mult mai dificile pentru modulele
injective.

TEOREMA 1.7. (Criteriul lui Baer) Urmdtoarele afirmafii sunt echi-
valente:

(i) E este modul injectiv,
(17) pentru orice modul G §i orice submodul F al sdu, orice morfism
v: F — FE se poate extinde la G,
(1ii) pentru orice ideal I < A i pentru orice v € Homy(I, E),
ezistd o prelungire a lui v la A,
(tv) pentru orice ideal I < A i pentru orice v € Homu(1, E),
eristd x € E astfel incat v(a) = ax pentru orice a € I,
(v) orice gir ezact scurt de forma 0 — E — F — G — 0
este scindat.

TEOREMA 1.8. (Eckmann-Schopf) Pentru orice modul E ezistd un
modul injectiv G $1 un morfism esenfial E — G.

COROLAR 1.9. a) Fie (Ex)aea 0 familie de module. Atunci[], ., Ex
este modul injectiv daca s numai dacd E) este modul injectiv pentru

orice A € A.
b) Un sumand direct al unui modul injectiv este modul injectiv.

DEMONSTRATIE. Echivalenta de la a) rezultd din definitia modu-
lului injectiv folosind proprietatea de universalitate a produsului direct.
Ultima parte rezulta din prima tinand cont ca pentru o familie finita
de module, suma directd este izomorfa cu produsul direct. ([l

Reamintim ca un modul G este divizibil daca pentru orice nondi-
vizor al lui zero a € 4 si pentru orice r € G existd y € G astfel incat
xr = ay. Aceastd proprictate este echivalenta cu faptul ca orice mor-
fism a4 — G, unde a € Z(A), admite o prelungire A — G. Folosind
accasta notiune, se pot da exemple de module injective.

EXEMPLE. 1. Orice modul injectiv este divizibil. Reciproca este
valabild daca inelul este un domeniu cu ideale principale.
2. Q este un Z-modul injectiv care nu este proiectiv.
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102 4. METODE OMOLOGICE IN STUDIUL INELELOR REGULATE

Daca Q ar i Z-modul proicctiv, ar fi izomorf cu un sumand direct
al unui modul liber, deci Q ar fi Z-modul liber pentru cd Z este inel
principal. Evident Q nu este izomorf cu Z, deci o baza a sa contine cel
putin doud elemente distincte z = a/b i y = ¢/d, cu a, b, ¢, d € Z".
Relatia de dependenta liniara cbz — ady = 0 contrazice faptul cd x i y
fac parte dintr-o baza a lui Q.

3. Pentru orice numdir natural n > 1, Z/nZ este Z/nZ-modul
injectiv, dar nu este Z-modul injectiv.

Idealele inelului Z/nZ sunt principale, generate de divizorii lui n.
Se folosegte criteriul lui Baer pentru a conchide cd Z/nZ este modul
injectiv peste el insugi. Grupul abelian subiacent inelului Z/nZ nu este
divizibil (de pildi, nu existd y € Z/nZ astfel incat ny = 1).

4. In inelul 4 := Z/6Z, idealul 34 este modul injectiv si proiectiv
(pentru cd A = 34 ® 2A4), dar nu este A-modul liber (anulatorul sidu
fiind idealul nenul 2A4).

Rezultatul urmator, cunoscut si sub numele de lema serpentinei, se
foloseste in multe demonstratii.

LEMA 1.10. (Lema garpelui) Fie o diagramd comutativd de A-module

0 — F3 > F2 > F] > 0
0 — G; =25 G, =5 G, s 0

Notam E; := ker v;, H; := cokerv; (i =1, 2, 3) $i 71- FE, — FE;_,,
resp. g : H; — H;_,, morfismul indus de f;, resp. ¢;, (i = 2, 3).
Daca liniile diagrametr sunt exacte, existd un morfism d : B}, — Hj
astfel incat girul

O—‘)Eqﬁ)EZL')E]—d>H';£)HZL)H|—)O
este exact.

DEMONSTRATIE. Construcfia lui d. Pentru z; € E) alegem
Ty € Fy astfel incat fy(zy) = z) i notam y, 1= vy(x2). Din go(ya) =
= go(v2(z2)) = vi(f2(x2)) = vi(z;) = 0 rezulta existenta unui element
y3 € G5 astfel ca g3(y3) = y2. Se defineste d(ry) ca fiind imaginea lui
y3 in Hi. S& ardtam ca asocicrea este bine definitd. Dacd 2, € F)
este un alt element din preimaginea lui x; prin f,, atunci z, — x}) €
€ ker f, = Im f3, sd spunem xy, — x;, = f3(x3), cu z3 € F3. Atunci
va(T2) — v2(25) = va(fa(x3)) = ga(vs(z3)), deci y2 §i vo(ah) au aceeasi
imagine in coker v; = Hj. .

Din definitia lui d se obtine usor ca este aplicatie liniara.
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Eractitatea in F,. Daca d(ry) = 0, insecamnd ¢d y3 € Im v3. Din
y3 = va(x3) cu g € Fy obtinem yy := g3(ys) = g3(vs(xs)) = va(f3(z3)).
Cum y, = vy(iry), avem ry — fa(z3) € Ey i fgi.'l,'g — fi(x3)) = fo(ze) =
= xy. adicd x; € Im f,. Asadar, ker d C Im f,. Incluziunea contrara
este clara din definitia lui d.

Fzactitatea tn Hy. Incluziunea Im d C ker g} este consecinta ime-
diatd a constructiei lui d. Reciproc, fie z3 € ker g3 si y3 € G3 un
reprezentant al sdu. Atunci g3(y3) € Im vy, sd spunem g3(y3) = va(z2),
cu 25 € F,. Din relatiile 0 = g2(93(y3)) = ga2(v2(z2)) = vi(fa(z2))
rezultd r, := fy(z,) € E) i apoi d(z;) = 0 din definitia lui d.

Exactitatea in celelalte module ale sirului din concluzia lemei este
usor de verificat. O

In multe aplicatii este important a distinge modulele proiective de
cele libere. Aceastd distinctie nu existd in contextul in care ne plasim
de obicei.

PROPOZITIE 1.11. Fie (A, M, K) un inel local (nu neapdrat noe-
therian) si E un A-modul de prezentare finitd. Atunci urmdtoarele
conditit sunt echivalente: '

(1) E este modul liber,

(i1) existd un gir ezact de A-module 0 — Q —» P > E — 0
cu P modul proiectiv 17 == v®4 K : Q/MQ — P/MP
monomorfism.

DEMONSTRATIE. Daca E este liber, se obtine o prezentare pen-
tru care conditia (iz) este indeplinitd ludnd P = E si u = 1g. Re-
ciproc, si presupunem conditia (é¢) indeplinitd pentru E. Considerim
o prezentare pentru F de forma 0 — G S F L E-—So0cuF
modul liber de rang finit, egal cu numdrul minim de generatori pen-
tru E, si G modul {init generat (consecinta a ipotezei E de prezentare
finitd). Din definitia 1.1 rezultd existenta unui morfism h : P — F
cu u = fh. Prin reducere modulo A se obtine o diagrama comutativa

de K -spatii vectoriale

P/MP —— P/MP

El ) il
FIMF —— E/ME

Din modul in care a fost ales F’ rezultd injectivitatea morfismului
indus f : F/MF — FE/MFE (fiind aplicatie surjectivd intre doua

. . o . . - -l
spatii vectoriale de acceasi dimensiune). Prin urmare h = f "« este
de asemenea surjectiv. Lema lui Nakayama conduce la concluzia ca
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104 4. METODE OMOLOGICE IN STUDIUL INELELOR REGULATE

h este epimorfism. Este usor de verificat cad morfismul ¢ : Q@ — G,
z — h(v(z)), indus de h este incd surjectiv si are nucleul izomorf cu
ker h. Se obtine o diagrama de A-module ale cirei linii gi coloane sunt
exacte:

Prin reducere modulo idealul maximal M se obtine diagrama urma-
toare de K-spatii vectoriale:
0

l

N/MN —— N/MN

l

0 —> Q/MQ — P/MP —— E/ME —— 0

J | |

G/MG — FIMF —1 4 E/ME —— 0
| |
0 0

Linia din mijloc este exacti conform conditiei (i7), linia de jos gi coloana
din stanga sunt exacte datoritd exactititii la dreapta a produsului ten-
sorial, iar coloana din mijloc este exacta pentru ca se obtine tensorizand
un gir exact scindat (se aplica lema 1.2 si teorema 1.3). Se verifica apoi
cd g : G/MG — F/MF este monomorfism. Am stabilit deja ci f
este izomorfism, prin urmare G/MG = 0. Cum G este modul finit
generat, din lema lui Nakayama rezultd G = 0. Asadar, F ~ F este
modul liber. ]
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daca s1 numar dacd Ep este Ap-modul protectiv pentru  orice
P € Spec A

DEMONSTRATIE. Evident, orice localizat al unui modul proiectiv
este modul proicctiv peste inelul de fractii. Reciproca rezulta din carac-
terizarea data la punctul (¢7) din teorema 1.3, din principiul local-global
si din lema urmatoare. (]

LEMA 1.13. Fie A un inel $t S un sistem multiplicativ inchis din
A. Dacd E 51 G sunt doud module astfel incat E este de tip finit (resp.
de prezentare finitd), atunci morfismul canonic de S~'A-module

S~'Hom4(E,G) — Homg-14(S7'E,S7'G)
este injectiv (resp. bijectiv).

DEMONSTRATIE. Rezultatul este valabil pentru £ = A deoarece
Homy(A4,G) ~ G. Intrucat luarea morfismelor si localizarea comuti
cu sumele directe finite, rezulta cd lema este adevarata pentru £ modul
liber de tip finit. In cazul in care E este de prezentare finitd, exista un
gir exact fF; — F' — E — 0, in care F) si F sunt A-module libere
de rang finit. Se obtine diagrama comutativi de S~!A-module

0 0

J l

S~'Homu(E,G) —— Homg-14(S7'E,S71G)

| l

S~'Hom4(F,G) —— Homg-14(S7'F,S7'G)

l l

S™'Hom 4(F,,G) —— Homg-14(S7'F|,S7!G)
in care coloanele sunt exacte, iar ultimele doua sageti orizontale sunt
izomorfisme. Folosind lema garpelui, se deduce imediat afirmatia pen-
tru £ modul de prezentare finitd. Daca E este doar de tip finit, in
aceastd diagrama nu existd patratul de jos, deci sdgeata orizontala de
sus este monomorfism. O

PROPOZITIE 1.14. Un modul E de tip finit peste un inel local (A, M, K)
este protectiv daca st numat dacd este modul liber.

DEMONSTRATIE. Dacd E este proiectiv, el este de prezentare finita
conform corolarului 1.6. Se invocd apoi propozitia 1.11 pentru sirul
exact 0 — 0 — F — F — 0. (]
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EXEMPLE. 1. Un exemplu de modul proiectiv carc nu ecste liber se
obtine considerand un corp K, inelul A:= K@ K i £ =08 K.

2. Un exemplu de sorginte geometrica: inelul de coordonate al sferei
reale bidimensionale A := R[X, Y, Z]/(X?+Y?%+ 2% —1) =: R[z,y, 2] 5i
modulul E := (4dX & AdY ® AdZ)/(zdX + ydY + 2dZ). Faptul ca E
este A-modul proiectiv, dar nu liber, se exprima echivalent: fasciculul
tangent la sfera reald bidimensionala nu este trivial. Metaforic vorbind,
,iu poti pieptina parul de pe un cap sferic fard cirare sau vartej“.

EXERCITIL.
1. Un A-modul E este proiectiv daca si numai daca exista o submul-

time I C E gi pentru fiecare ¢ € I existd un morfism f; : £ — A
astfel incat pentru orice e € E, familia (fi(e)),., este de suport finit si
€= Ziel fi(e).

2. Daca FE este un A-modul proiectiv care nu este finit generat,
existd un modul liber F' astfel incat E@® F' ~ F.

3. Fie F, G submodule proiective ale unui modul E. Aritati ca
F + G este proiectiv dacd gi numai daci F®& G ~ (F+G) ® (FNG).

4. a) F este modul proiectiv dacid gi numai dacd pentru orice
morfism surjectiv f : F' — G intre module injective i pentru orice
g € Hom,4(F, G) existd un morfism h : E — G astfel incat g = fh.

b) E este modul injectiv dacd si numai dacd pentru orice mor-
fism injectiv f : FF —> G Intre module proiective si pentru orice
g € Hom,(F, E) existd un morfism h : G — F astfel incat ¢ = hf.

5. Fie A un domeniu de integritate. Atunci orice A-modul fara
torsiune §i divizibil este injectiv.

6. Daca E i F sunt doua module injective astfel incat E este
izomorf cu un submodul al lui F si F' este izomorf cu un submodul al
lui F, atunci F ~ F.

7. Orice modul indecompozabil care este gi proiectiv gi injectiv este
izomorf cu un ideal principal generat de un idempotent al inelului.

8. Pentru K corp si A o multime infinitd se considerd inelul 4 := K
si idealul siu I := KV Aritati ¢i I este sumai directii de A-module
simple injective, dar nu este 4-modul injectiv.

2. Dimensiune proiectiva

Notiunea careia ii este dedicatd aceasta sectiune este rezultatul com-
binarii a doua idei. Prima a fost impusa de faimosul memoriu al lui D.
Hilbert din 1890: informatii despre structura unui modul pot fi obtinute
indirect, studiind modulele sale de relatii. Cealalta idee cunoaste multi-
ple intrupari in matematica: o proprietate poate fi studiata asociindu-i
o caracteristicd numerica i comparand-o fie cu numarul corespunzator
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altor proprietiti, fic cu numarul asociat altor obiccte cu acceagl pro-
prictate.
Pentru orice modul E peste un inel A existd un gir exact

0—G, — Fy,-S5E—0

in care Fy cste liber gsi G, = ker € este numit primul modul de syzygy
(sau relatii) ale lui E.  Prin iterarea acestei constructii se ajunge la
notiunca de rezolutie liberd

Fo:...—F> .5 SE—0. (20

Daca inelul este noetherian si modulul este de tip finit, in sirurile con-
struite mai sus se poate alege F;, de rang finit pentru orice n € N.

DEFINITIE 2.1. Un gir exact (20) in care F,, este modul liber (resp.
proiectiv) pentru orice n € N se numeste rezolufie liberd (resp. proiec-
tivd) a lui F.

Este preferabila studierea rezolutiilor proiective din motive ce vor
deveni clare dupa ce vom cunoaste cateva dintre proprietatile lor.

LEMA 2.2. a) Dacd S este un sistem multiplicativ inchis g1 (20)
este o rezolufie liberd (resp. proiectivd) a lui E, atunci

s E Y st T s S s

este o rezolugie liberd (resp. proiectivd) a lut S™'E.
b) Fie B 0 A-algebrd care este A-modul liber. Atunci

... — B®,F, "2 Bo.F, "2 Bo,Fy " Bo.E — 0
este o rezolufie libera (resp. proiectivd) a lut B® 4 E.

DEMONSTRATIE. a) Localizarea fiind functor exact, exactitatea gi-
rului se pastreaza prin localizare. Apoi localizatul unui modul liber
(resp. proicctiv) are acecasi proprietate peste inelul de fractii.

b) Exactitatea sirului extins decurge din platitudinea lui B ca
A-modul. Mai este nevoie de faptul cd extinsul unui modul liber (resp.
proiectiv) este tot aga. O

O situatie importantda se intalneste atunci cand intr-o rezolutgie
proiectiva apare un modul nul.

DEFINITIE 2.3. Se spune cd E are dimensiunea protectivd finitd
daca existd o rezolutie proiectivd de forma

0o—F L. SRS E-SE-—o0.
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Minimul lungimilor unor astfel de rezolutii este numit dimensiunea
protectivd a lui E si se noteaza pd 4 E. Daca nu exista rezolutii finite
pentru F| se pune pdy E = oc.

Un modul este proiectiv daca gi numai dacd pdy £ = 0. In general
pd4 E poate fi consideratd o masurd a  departarii“ modulului de a fi
proiectiv. Evident, pentru orice modul existd o infinitate de rezolutii
proiective. Pentru a le compara folosim urmatorul rezultat:

PROPOZITIE 2.4. (Lema lui Schanuel) Fien > 1 i sirurile ezacte
de lungime n in care F; 1 G; (0 <1< n—1) sunt module proiective
fn—l
s

0— C, I F,_, LI RNLINY > BN

In—
0—H, G, 123 ... 256G -5HE-—0.

Atunci:
0,) Cvn@G'rL—l eaFn—Q@Gn—S@- = n®Fn—] @Gn—Z@Fn—SEB- )
b) C, este proiectiv dacd g1 numai dacd H,, este proiectiv.

DEMONSTRATIE. Pentru a demonstra afirmatia de la punctul a)
rationam prin inductie dupi n.

In cazul n = 1, cum Fy si Gy sunt proiective, existd morfisme
u: Fy — Gosiv: Gy — Fpastfel incat e = musi # = cv. Identificdm
C) cu submodulul f,(C)) al lui Fy si Hy cu submodulul g; (H,) al lui Gy.
Endomorfismele a i 3 ale lui Fy @ Gy definite prin relatiile a(z, y) :=
= (z,y—u(z)) si B(z,y) ;= (x—v(y),y) sunt automorfisme. Se verificd
imediat ci a~!3 este izomorfismul ciutat.

Presupunem acum ci n > 1 i ca afirmatia a) a fost stabilita pentru

sirurile de lungime inferioarda. Sa notam C,_, ;= Im f,_, 1 H,,_; :=
;= Im g¢,_;. Conform ipotezei de inductic existd un izomorfism

Chot1®Gu2®F® .. . 2H, 18 F, 280G, 36...
1 doua siruri exacte

0— Cn — EL--]@GTL—'Z@EL-—B@' L. Cn_]@Gn_‘z@E,-;;@. L. (),

0— Hn — G'n—l@F'n—‘Z@an.'l@- Lo H71—1®E1—2®Gn~3®- ..o 0.

Conform cazului n = 1. de aici rezultd izomorfismul cautat.
Afirmatia ) rezulta din «) intrucat un sumand direct Intr-un modul

d

proiectiv este proiectiv.

Lema lui Schanuel explica de cc este preferabila folosirea rezolutiilor
proiective gi nu a celor libere. In cele mai multe cazuri, un sumand
direct al unui modul liber nu ramane modul liber.
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COROLAR 2.5. Fie 0 — Cy 5 Fo oy 23 IS By S5 B 0
un g exact in care F;, 0 <1 < n, sunt module protective. Atuncu:
a) C,, este modul proiectiv dacd gi numai dacd pd F < n.
b) Daci pd E > n, atunci pd C, = pd F — n.

DEMONSTRATIE. a) Necesitatea este clard, iar suficienta rezultd
intrucat, conform propozitiei precedente, C,, este sumand direct intr-un
modul proiectiv construit din rezolutia data si dintr-o rezolutie proiec-
tiva de lungime n (ce se obtine completand eventual o rezolutie proiec-
tivda de lungime minima a lui F' cu module nule).

b) Dacd pd E = o0, atunci gi C,, are dimensiunea proiectiva infinita
(altfel, prelungind o rezolutie proiectiva finitd a sa cu sirul dat se obtine
o rezolutie proiectivi de lungime finiti pentru E). In cazul pd E =t <
< o0 §i t > n, considerim un sir exact de forma 0 — C, — G,_;, —»
... — G, — C, — 0 cu G; proiective (n < 7 < t). Se obtine un gir
exact 0 > C, — G, — ... G, —F,_, — ... — F,—
E — 0. Conform celor demonstrate la punctul a), C; este proiectiv,
decipd C, <t—1-n+1=t—n. Inegalitateapd C,, > pd E — n se
obtine legand de girul dat o rezolutie proiectiva ce da pd C,,. O

COROLAR 2.6. Daca A este un inel noetherian si E este un
A-modul de tip finit, atuncipdy E = sup{pd,, (En) : M € Max A}.

DEMONSTRATIE. Daca d noteazd acest supremum, din lema 2.2
se deduce pdg E > d, astfel cd demonstratia s-a incheiat in cazul
d = oo. Sa presupunem acum d < 0o §i sd considerdm un gir e-
xact 0 — Cy — Fy_, — ... — Fy — E — 0 iIn care F;
sunt module libere de rang finit. Atunci Cy este modul finit generat si
rezultatul precedent implica faptul ca toate localizatele sale in idealele
maximale sunt proiective (deci libere, conform propozitiei 1.14). Cum
proprictatca unui modul de prezentare finitd de a fi proiectiv este o
proprietate locald (¢f. propozitia 1.12), rezultd C, proiectiv. Asadar,
pds E =d. O

COROLAR 2.7. pd E,® Ey =sup { pd E|, pd E, }.

DEMONSTRATIE. Facand suma directd termen cu termen® a doud
rezolutii proiective pentru E) si respectiv E,, se obtine o rezolutie
proiectivd pentru F; @ E,. Se aplica corolarele 2.5 si 1.5. O

EXEMPLE. 1. Fie idealul I generat de clasa lui 2 in inelul finit
A = Z/6Z. Atunci AnngI = 3A. Notand J := 34, se obtine
Anng J = I, astfel ca sirurile

0—J—A-T-—0 s5i 0—1-—A427J-—0,
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110 4. METODE OMOLOGICE IN STUDIUL INELELOR REGULATE

unde A -2 I este morfismul de inmultire cu 2. sunt exacte. Ultimul
sir este o rezolutie proiectiva pentru J intrucat. conform exemplului 4
din sectiunea precedenta, I este .A-modul proiectiv. Dar dimensiunea
proiectiva a lui J ca A-modul nu este 1, ci 0, pentru ca .J este modul
proiectiv din aceleasi motive ca si I.

2. Pentru idealul I := 34 al inelului 4 := Z/9Z se giseste un gir
exact de forma 0 — ] — A - I —» 0. Din propozitia 1.14 rezulta
cd I nu este A-modul proiectiv. Asadar, o rezolutie proiectivd pentru
I este

LAY L I R SN L QLN QRN
si pdga I = oo.

PROPOZITIE 2.8. Orice gir ezact 0 — E; I, E, %5 E; — 0

de A-module poate fi introdus intr-o diagrama comutativd
0 0

| l

0 -+ G, > y Gz —— 0

l l

0

l

G

o
0— I, — kB, 25 F

|

E,

|

0

~
]

3
Y
', E

|
0 0

cu linule g1 coloanele exacte, unde Fy, Fy gi Fy sunt module proiective.

v
=]

0 — F N

3

DEMONSTRATIE. Coloana din stanga. resp. dreapta, este o prezen-
tare arbitrard pentru E), resp. FEj. Modulul F, := F|, & F3 este
proiectiv conform corolarului 1.5. Notam i : F; — F, incluziunca
canonica si p : F5 — Fj proiectia canonica. Morfismul vy : F, — F),
este definit In modul urmator: intrucat Fjy este modul proiectiv, existd
u € Homy(F3, E5) astfel incat vy = gu: pentru (ry.r3) € Fy punem
va(z1, x23) := f(v1(xq)) + u(zz). O verificare de rutind ne asigura ca v,
este un morfism de module.

Aratdm cd v, este surjectiv. Fie y, € E, si x3 € Fj astfel ca
v3(z3) = g(y2). Atunci g(y») = g(u(z3)) este echivalent cu yo — u(z3) €
€ ker ¢ = Im f, ceea ce se intampld dacd si numai daca existd y; in
E) cu y» = u(z3) + f(y1). Din surjectivitatea morfismului v; rezulta
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2. DIMENSIUNE PROIECTIVA 111

y1 € Im ¢). Cum gy, a lost arbitrar in £, s-a obtinut ca vy este morfism
surjectiv.

Este ugor de verificat comutativitatea patratelor inferioare din dia-
grama. Sc punc Gy := Kker vy si cu lema sarpelui se obtine exactitatea
liniel superioare. O

Iterand constructia din propozitia 2.8, se obtine ci orice sir exact
scurt apare ca o ultima linie intr-o diagrama comutativa cu liniile si
coloanele exacte, In care coloanele au aceeasi lungime, arbitrar de mare,
gi—cu exceptia eventual a ultimului termen—-contin numai module
proiective.

TEOREMA 2.9. (Teorema de comparatie) Fie dat un gir exact scurt
00— E, — E; — E3 — 0. Atuncs:

a) Dacd doud module din girul dat au dimensiunea proiectivd finitd,
st cel de al treilea modul are dimensiunea proiectiva finitd.

b) In acest caz pd E, < max{ pd E|, pd E;}, iar dacd inegalitatea
este stricta, atunci pdEy = pd E} + 1.

DEMONSTRATIE. a) Si presupunem ci doud dintre modulele date
au dimensiunea proiectiva finita. Rationdm prin inductie dupi n, ma-
ximul acestor dimensiuni. Daca n = 0, doud dintre modulele date sunt
proiective. Daca pd Ej = 0, atunci sirul dat este scindat si toate cele
trei module sunt proiective. Daca pd Ej3 # 0, sirul dat constituie o
rezolutie proiectivd de lungime unu pentru Ej, deci pd F3 = 1. Fie
acum n > 0. Construim o diagrama cu proprietatile din propozitia
precedentd. Din corolarul 2.5 rezulta ca doua dintre modulele G;, G,
(3 au dimensiunea proiectivd mai micd decat n. Aplicind acestora
ipoteza de inductie, se obtine pd G; < oo pentru i = 1, 2, 3. Este
evident insa ca pd E; = pd G; + 1 pentru orice indice 7.

b) De accasta data inductia se face dupa d := pd E,. In cazul
d = 0, corolarul 2.5 implica pd E3 = pd E; + 1 sau pd Fy = 0.
Pentru Ej3 proiectiv. girul dat este scindat, deci pd E; = 0, astfel

cd s-a obtinut propriectatea anuntatd. Presupunem acum cid d > 0
s ca asertiunea a fost stabilita pentru toate girurile exacte scurte in
care termenul din mijloc are dimensiunea proiectiva cel mult d — 1.
Din diagrama construita cu ajutorul propozitici 2.8 si din ipoteza de
inductie (aplicabila conform corolarului 2.5), rezulta
pd Gy < max{pd Gy,pd G; }

si pd G3 = pd G| +1 in eventualitatea cd pd Go = max { pd G, pd Gs }.

Daca modulele E} §i E's nu sunt proiective, atunci pd G; = pd E;—1
pentru ¢ = 1, 2, 3, deci afirmatia b) este stabilitd in acest caz. Daca
Es ‘este proicctiv, atunci £y >~ E; @ FEj si din corolarul 2.7 se deduce
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pd E; = sup {pd F),pd E3} = pd E;. Dacd E; este modul proicctiv,

in diagrama datda de propozitia 2.8 avem G| = 0 si G3 ~ G5, deci
pd By =pdGy+1=pd Gz +1=pd Ej;. O
EXERCITIL.

1. Fie u: A — B un morfism de inele si F' un B-modul. Atunci:

a) pdAF < deF+ pdAB

b) Daci B este A-modul plat gi E este un A-modul, atunci
pdp(E ®4 B) < pds E.

2. Fie E un A-modul si (Fy)a>o un lant ascendent de submodu-
le ale sale. Notam F := J, ., Fn. Dacd existda ¢ € N astfel incat
pda(F,/Fny1) <t pentru orice n > 1, atunci pdg F < t.

3. Pentru un inel A, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) orice ideal este modul proiectiv,

(ii) orice submodul al unui modul proiectiv este proiectiv,

(iii) orice modul factor al unui modul injectiv este injectiv.

4. Fie A un domeniu de integritate si K corpul sidu de fractii.
Pentru orice ideal I se defineste /™! := {z € K : zI C A}. Se spune
cd I este inversabil dacd 117! = A.

a) Verificati ci pentru orice ideal I < A, I"! este ‘A-modul.

b) Aritati cd un ideal I este inversabil dacid si numai daca este

A-modul proiectiv de tip finit.
c) Ardtati ca orice ideal I < A este inversabil daci si numai daci

A-modulele injective coincid cu cele proiective.

3. Teorema Auslander-Buchsbaum

In accastd sectiune vom considera un inel noetherian local (A, M, K)
si un modul de tip finit £. In acest context, dispare diferenta intre mo-
dulele proiective finit generate si modulele libere. Teorema Auslander-
Buchsbaum exprimd o legiatura intre dimensiunea proiectivi gi profun-
zimea unui modul de tip finit ce admite rezolutii libere finite.

DEFINITIE 3.1. O rezolutie liberd a lui £
LS AN LT - NN ANNP LI SRR BN (21)

este numita minimald daca Im f, C M F,,_, pentru orice n > 1.

Altfel spus, o rezolutie libera este minimala atunci $i numai atunci
cand morfismele din complexul obtinut prin tensorizare cu corpul rezi-
dual sunt nule. In acest caz, lema lui Nakayama implica ;(Fy) = u(E)
st u(F,) = pu(Im f,,) pentru orice n > 1.
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Pentru ortee modul finit generat se poate construi o rezolutie mi-
nimala: sc ia Fy liber de rang egal cu numarul minim de generatori
ai lui E: atunci Cy := ker (Fy — E) C MF,; sc ia Fy liber de
rang egal cu (Cp). s.a.m.d. Desi aceastd rezolutie a fost construita
urmdrindu-se | optimizare locala*” (fieccare modul liber sd aiba numaérul
minim de generatori), ca este economicoasa global“: se poate arita
ca este sumand direct 1n orice rezolutic libera pentru E. In consecinta,
orice doud rezolutii minimale ale accluiagi modul sunt izomorfe.

LEMA 3.2. Pentru orice doud rezolutit libere minimale ale lui E
ELLE 35 JRE LN N S R N NN 5 BN

LG B G6 G S E—0
avem p(F,) = u(G,) pentru orice indice n.

DEMONSTRATIE. Din definitie u(Fp) = p(E) = pu(Go). Fie Cpyy =
:=1Im frny1, Hegr :=Im g, (n > 0). Din lema lui Schanuel se deduce

Cot1 GO, 106Gy . 2 H, 1B DG DF 20 ...

Daci s-a demonstrat deja p(F;) = pu(G;) pentru ¢ < n, folosind acest
izomorfism rezulta u(Fay1) = p(Cos1) = t(Host) = p(Gugr). O

DEFINITIE 3.3. Invariantul 3; := p(F;), ¢« € N, se numeste cel de
al i-lea numdr Betti al lut E. Numerele Betti ale corpului rezidual se
numesc numerele Betti ale inelulus.

Numerele Betti intervin in numeroase locuri in algebra. Cu ajutorul
lor se caracterizeaza unele clase de module sau inele. Deocamdata
aratam ca daca in girul numerelor Betti ale unui modul apare o valoare
nuld, toate numerele de indice mai mare vor fi nule.

COROLAR 3.4. Dacd (21) este o rezolufie liberd minimald a unui
modul E de dimensiune proiectivd finita n, atunct F,, # 0 s1 F; =0
pentru orice t > n.

DEMONSTRATIE. Conform corolarului 2.5, C, := Im f, este
A-modul liber, astfel ca sirul exact

0—C,—Fr_.,— .. 5 F,—F—0

este o rezolutie liberd minimala pentru E. Demonstratia se incheie
aplicand rezultatul precedent. O

LEMA 3.5. Fie a € M un nondivizor al lui zero pe E. Atunci E
este A-modul liber dacd si numai dacd E/aE este’A/aA-modul liber.
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DEMONSTRATIE. Daca E este A-modul liber, atunci E/aFE este
A/aA-modul liber din proprietdti generale ale produsului tensorial.
Demonstram reciproca. Fie o prezentare minimala0 — G — F —
E — 0 pentru E| cu F modul liber. Din lema sarpelui aplicata dia-

gramei comutative
0 y G y F y B > 0
0 y G y F y E > 0

in care morfismele verticale sunt omotetiile determinate de a, se obtine
un sir exact

Anng(a) — Anng(a) — Anng(a) — G/aG — F/aF 25 E/aE

(22)
in care morfismul cel mai din stinga este injectiv, iar morfismul p este
surjectiv. Prin ipotezd Anng(a) = 0. Dacid E/aFE este A/aA-modul
liber, atunci p este izomorfism, intrucat F/aF si E/aE au acelasi
numdir minimal de generatori. Rezultd G/aG = 0, ceea ce, conform
lemei lui Nakayama, este echivalent cu £ ~ F. O

Acelagi rationament justificd o afirmatie mai generala.

LEMA 3.6. Daca a € M este un nondivizor al lui zero pe A gi pe
E, atunci pda(E) = pdajea(E/aFE).

DEMONSTRATIE. Nu avem nimic de demonstrat daca cele doua
dimensiuni proiective sunt infinite. Folosim din nou sirul exact (22).

In ipotezele prezentei leme avem Anng(a) = 0, Anng(a) = 0, deci a
este nondivizor al lui zero pe G, iar sirul

0 — G/aG — F/aF X5 E/aE — 0

este exact. Concluzia doritd rezultd din lema precedenta daca una din
cele doua dimensiuni proiective este nula.

S& presupunem acum cd pdy(E) = ncu 0 < n < oo. Atunci
pd4(G) = n—1 conform teoremei de comparatie. Prin inductie putem
presupune pd (G) = pdajea(G/aG). Cum pdyea(E/aE) > 0 in vir-
tutea lemei 3.5, avemn

Pdajea(E/aE) = pd/,4(G/aG) + 1 = pd4(G) + 1 = pdy(E) .

Un rationament similar se efectueaza in cazul pd/ea(E/aE) =t
cu0<t<oo. U
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Incheiemn pregitirile necesare pentru demonstrarea teoremei Auslan-
der-Buchsbaum cu un rezultat analog teoremeci de comparatie, rezultat
ce descrie comportamentul profunzimii intr-un gir exact scurt.

LEMA 3.7. Pentru un modul de tip fimit E peste un inel local
noetherian (A, M, K) se considerd un gir ezact de forma
0—G— F— E— 0, cu F liber de rang finit.

a) Daca prof A > prof E, atunct prof G = prof F + 1.

b) Daca prof A = prof E, atunci prof G = prof E.

DEMONSTRATIE. Rationam prin inductie dupa d := prof E. Pen-
tru d = 0, afirmatia b) este evidentd, iar pentru a demonstra a) se
considerd a € Z(A) si un sir (22), care dd Anng(a) = 0 si exactitatea
sirului

0 — Anng(a) — G/aG — F/aF — E/aE — 0 .

Din prof E = 0 conchidem cd M € Assy(F), adicd M = Annu(z)
pentru un element nenul z al lui £. Atunci z € Anng(a), deci

M € Ass (Anng(a)) C Ass (G/aG) ,

incat prof (G/aG) = 0. Aceasta, impreund cu relatia deja stabilita
a ¢ Z(G), implica prof G = 1.

Daca d > 0, se alege a € M \ (Z(A)UZ(FE)) (posibil conform lemei
de evitare) si se continud rationamentul folosind sirul exact

0 — G/aG — F/aF — E/aE — 0 .
O

TEOREMA 3.8. (Teorema Auslander-Buchsbaum) Fie E un modul
finit generat peste un inel noetherian local (A, M, K). Dacipd, F < oo,
atunci pd E + prof E = prof A.

DEMONSTRATIE. Fie n:= pd FE si
0—FI5F_ ,—. . IR —E-—0

o rezolutie libera minimala a lui . Notam G; :=1Im f;, 1 <i<n, s
folosim inductia dupa d := prof A.

In cazul d = 0 existd un clement nenul si netnversabil a € A astfel
incat adl = 0. Daca am avea n > 0, atunci din F,, C A F,,_, ar rezulta
af,, C aMF, , =0, deci F,, = 0, contrazicandu-se pd £ = n > 1.
Asadar, n = 0, F este modul liber gi prin urmare profunzimea sa
coincide cu profunzimea inelului.

Fie acum d > 0 gi sa presupunem ca teorema este valabili pen-
tru inele locale de profunzime strict mai micd decat d. Dacid E are
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profunzimea strict pozitivi. conform lemei de evitare se gaseste un e-
lement a in M care este nondivizor al lui zero atat pe A, cat gi pe F.
Atunci profa(A/ad) = d — 1, prof4(E/aF) = profs(E) — 1 si, con-
form lemei 3.6, pd.i/ea(E/aE) = pd4(E). Concluzia doritd se obtine
aplicand ipoteza de inductie.

Daci d > 0 si prof E = 0, din lema 3.7 rezulti prof G; = 1. In plus,
pd G; = pd E —1 si conform cazului demonstrat in aliniatul precedent
prof G, + pd G; = prof A. Dupa inlocuiri, ultima relatie devine

prof A =pd E. 0

4. Caracteriziri omologice pentru inele regulate

Metodele de sorginte geometrica sunt suficient de puternice pen-
tru un studiu al inelelor afine. Pentru a extinde rezultatcle in cadrul
abstract specific algebrei comutative, au fost importate“ metode din
topologia algebrica. In aceastd sectiune prezentim proprietiti ale ine-
lelor regulate in ale ciaror demonstratii se folosesc notiuni si instrumente

fundamentale din algebra omologica.
Incepem cu o sofisticata lema de evitare, una din multele posibilitati

de a rafina lema de evitare deja cunoscuta.

LEMA 4.1. Fie I gi J ideale intr-un inel noetherian A astfel incat
JCI, VII)=V(J), u(1/J) =: m. Dacd P, ..., Ps; sunt ideale prime a
cdror reuniune nu confine I, atunci existd a,, ..., a,, € I astfel incat:

a)[:,]-{—((l,l,...,am),

b) reuniunea idealelor prime P; nu contine nici unul dintre ele-

mentele a;,
¢) orice ideal prim @Q ce contine idealul (ay, ..., a,), dar nu confine

I, are inaltimea cel pugin m.
DEMONSTRATIE. Construim iterativ clemente
ap,...,q, € INU{P; :1<3< 1}
ale caror imagini @y, ..., @, in I/J fac parte dintr-un sistem minimal
de genceratori ai acestui ideal si care au proprietatea
ht(QQ) > » pentru orice Q € V(ay,...,a.)\ V(I) .

Pentru » = 0 nu ¢ nimic de aratat. Fie 1 <7 <m gi ay. ..., a, cu
proprietatile dorite. Alegem a € [ astfel incat a,, ..., @,, a fac parte
dintr-un sistem minimal de generatori pentru I/J. Fie @, ..., @ toti
divizorii primi minimali ai idealului (a,,...,a,, a) care nu contin I.

Notdm X multimea clementelor maximale (in raport cu incluziunea)
din {Q1,...,Q,P,....P.}, Xy ={PeX :ae P}, Xy:=X\X,
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Din ipoteza V(I)=V(.J), modul de alegere a primelor din X si din
lema de evitare rezultd J € U{ P : P € X }. Alegem un element b din
J\U{P : Pe X} Culema de cvitare a idealelor prime se giseste un
clement c€ N{P : Pe Xp }J\U{Q : Q € X, }. Luand a,4, := a+bc,
se vede ca se verificad conditia b). Cum a,;; — a € J, rezultd ca a,,
..., @y, Gr4, fac parte dintr-un sistem minimal de generatori ai lui
I/J. In fine, pentru Q € V(ay,...,a,41)\ V({I), rezulti ci idealul Q
contine unul dintre @, ..., @, sa spunem ;. Conform ipotezei in-
ductive avem ht (), > r, iar prin constructie a,,; € ;. Conchidem ca
ht @ >r+1.

Astfel s-a incheiat pasul inductiv al demonstratiei. Constructia se
termind cu un gir de elemente care indeplinesc toate conditiile cerute

a), b), ¢). g
Folosind lema tocmai demonstratd, se poate intari un rezultat an-
terior.
PROPOZITIE 4.2. Daca I este un ideal al unui inel noetherian A cu
w(I/1?) > dim A, atunci u(I) = p(1/1?).

DEMONSTRATIE. Fie m := pu(I/I?). Conform lemei anterioare,
existd a;, ..., a,, € I ale ciror imagini in I/I? formeazi un sistem
minimal de generatori pentru acest ideal si care au proprietatea ca
orice ideal prim ce contine (ay, ..., a,,), dar nu contine I, are indltimea
cel putin m. Din ipoteza m > dim A rezultd cd V(ay,...,a,)\ V(I)
este multimea vida, adicd J := I/(ay,...,a,) este un ideal nilpotent
in inelul B := A4/(ay,...,a,). Pe de alti parte, J = J? pentru ci
a,+ 12, ..., a, + I? gencreaza minimal A/I-modulul I/I?. Conchidem
J =0,deci I = (a),...,an)si p(I) < m = u(I/1?). Dar inegalitatea
contrar are loc intotdeauna (decurge direct din definitii). g

Candva amn mentionat in treacat faptul ca sirurile regulate se com-
portd ca variabilele intr-un inel de polinoame. A sosit momentul ca

aceastd remarca sa primeasca o formulare precisa.
Fie I = (ay,...,a,,) un ideal finit generat intr-un inel 4. Se verifica

fara nici o dificultate ca aplicatia

¢ AJXL, .. X — e (A), a+ T —a+ T, X a;+ 17,
este un epimorfism omogen de A/I-algebre graduate. Atentie: morfis-
mul ¢ depinde de elementele considerate, chiar daca notatia nu pune
in evidenta acest aspect!

PROPOZITIE 4.3. Fie A un inel (nu neapdrat noetherian), a,, ...,
am un A-sir g1 I := (ay,...,an). Considerdm ay/ay, ..., am/a; ca ele-
mente in inelul total de fractii Q(A) st definim un morfism de
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A-algebre
3 AlY,, .. Y] — Alag/ay, .. an/ai] , Yie aifar .

Atunci:
a) Morfismul surjectiv de A/I-algebre graduate ¢ este un izomor-
fism.

b) B este un morfism surjectiv de A-algebre. al cdrui nucleu este
J = (01Y2 —ag,... ,alYm - (Im).

DEMONSTRATIE. Prima afirmatie este echivalentd cu urmatoarca:
pentru orice polinom omogen F € A[X|,...,X,] de grad d, din
F(ay,...,am) € 19! rezulti ci F are toti coeficientii din /. Mai
departe, aceastd proprietate are loc daca gi numai daca orice polinom
omogen care se anuleaza cand este evaluat in sirul considerat are toti
coeficientii  din [I. Sia consideram un polinom omogen
F e A[Xy,...,Xn) de grad d astfel incat F(ay,...,a,) = 0. Atunci
alF(1,ay/ay,...,am/a1) = F(ay,...,a,) = 0. Cum af estc nondivi-
zor al lui zero pe A, inseamnd ci F(1,Y,,...,Y},) apartine nucleului
morfismului 5. Deoarece a;Ys — as, ..., ,Y,, — a,, sunt polinoame cu
coeficienti in I, este suficient si demonstram punctul b).

Este evident cd a,Y; — a; €ker 8 pentru 2 < j < m. Demonstram
incluziunea ker § C J prin inductie dupa lungimea sirului regulat.
Pentru m = 2 gi F € A[Y,] astfel incat F(az/a;) = 0, cu teorema
impartirii cu rest (care functioneaza in orice inel de polinoame daca
impartitorul este polinom unitar!) se obtine F(Y,) = (Y, —ay/a;)g(Y2),
unde g € Q )[Y2]. Dupai eliminarea numitorilor se obtine o egalitate
de forma a?F(Y,) = (a1Y2 — a2)G(Y3), cu G € A[Y3] si d € N. Con-
sideran d(‘(‘asti relagie modulo a? i, tinand cont ¢i af. a, (‘st(‘ A-gir,
se giseste cil toti coeficientii polinomului G sunt divizibili cu af. Dupi
simplificare cu acest nondivizor al lui zero rimance F € (a,Y) — ay).

Fie acum m > 2. Morfismul 3 se factorizeaza astfel:

AlYa, . Yl 25 Alas/a][Ya, .- Yo 22 Alag/ay. . ap/ay]

unde 3,(Y,) := ay/ay, B1(Y;) := Y, pentru j = 3, ..., m, iar 3, cste
morfismul de Alaz/ay]- dlgebrc definit similar cu 5. Am vazuat deja
cd ker A, = (a1Ys — ap) A}y, ... Y,]. Notdam B = Auy/ay]. Din
a1B = (a1,a9)B si B ~ A[Z]/(a1Z — ay) (¢f. caz m = 2), rezulta
B/a,B = B/(a1,a2)B ~ A/(a;,a3)A[Z]. Sirul ag, ..., a,, este regulat
pe A/(a;,a2)A, deci si pe A/(a;, ay)A-modulul liber A/(ay, a2)A[Z].
Conchidem ca a;, aj, ..., an, este B-gir. Conform ipotezei inductive,
B, este 1zomorfism. O
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Exista o reciproca partiala a rezultatului formulat in prima parte a
propozitiei anterioare. O demonstratie se giseste in (19, capitolul VII,
propozitia 5.3] sau in [14, capitolul V, propozitia 5.12].

TEOREMA 4.4. Fie ay, ..., a, un sistem de generatori pentru un
ideal propriu I dintr-un inel A. Presupunem cd A, := A/(ay,...,a)A,
t=20,1, ..., m, este separat in topologia I-adica. Atuncu:

a) Daca morfismul surjectiv de A/I-algebre graduate
¢ A/IXy, ..., X — g (4), Xy a+ 17,

este izomorfism, atunct ay, ..., a;, este un A-gir.

b) Dacd in plus A este inel noetherian, iar I este ideal prim, atunci
A este domeniu de integritate intreg inchis in corpul sdu de fracfi.

COROLAR 4.5. Dacd I este un ideal generat de un gir requlat, atunci
A/I-modulele I'™/I™ " sunt libere pentru orice numdr natural m. Dacd
inelul este noetherian, I este un ideal intersectie completd.

LEMA 4.6. Fie E un modul de tip finit peste un inel noetherian
nenul A. Dacd exista module libere de rang finit F;, unde 0 < 1 < n,
astfel incat girul de A-module 0 — F,, — ... — Fy — E — 0
este exact, urmdtoarele afirmatic sunt echivalente:

(i) Ann E # 0,

n

(ii) Z(—l)irarlgﬂ =0,
1=0
(ii) Ann E confine un nondivizor al lui zero pe A.

DEMONSTRATIE. Pentru orice ideal prim P asociat lui A avem
pda,(Ep) < oo si prof (Ap) = 0, deci conform teoremei Auslander-
Buchsbaum pd,,(Fp) = 0, adicd Ep este Ap-modul liber. Printr-un
argument inductiv ce foloseste localizarea in P a rezolutiei libere din
enunt se stabilegte

n
rang (Ep) = Z(—l)il'allg F; . (23)
i=0
Presupunem cd I := Ann E # 0 si aratam prin reducere la absurd
ci exista un ideal prim P asociat inclului A astfel ca Fp = 0. Conditia
(77) va rezulta atunci din relatia (23). Dacd Ep, P € Ass A, este modul
nenul, fiind liber, aga cumn am vazut mai sus, inseamna ca Ann 4, Ep =
=1Ap =0. intru'cét suportul unui modul finit generat consta din ide-
alele prime ce contin anulatorul modulului, rezultd cd Ann4(/) nu este
continut in P. Dacéi aceasta relatie are loc pentru orice ideal P asociat
inelului A, rezultd cd anulatorul idealului I contine un nondivizor al
lui zero a pe A. Din al = 0 se obtine contradictia I = 0.
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Ardtdm acum ca (i2) implicd (i77). Comparand formula (23) si

conditia (¢7), se deduce Ep = 0, adici IAp = Ap pentru orice
P € Ass 4. Din nou conchidem I € P si conditia (zi7) rezultd din
relatia Z(A) = U{ P : P € Ass A}. O

Putem demonstra acum rezultatul central al acestui capitol:

TEOREMA 4.7. (Ferrand-Vasconcelos) Fie A un inel noetherian gi
I # A un ideal al sdu.

a) Dacd I este generat de un A-gir, atunci I/I1? este A/I-modul
liber gi pda(A/I) < oo.

b) Reciproca este valabild dacd A este inel local.

DEMONSTRATIE. a) Fie ay, ..., a; un sir regulat pe A ce genereazi
I. Stim deja din corolarul 4.5 cd I/I? este A/I-modul liber. Ar&tim
pda(A/I) = t prin inductie dupi t. Cazul initial ¢t = 0 este clar: atunci
I =0si A/I = A fiind liber, pd4(A/I) = 0. Fie acum ¢t > 0. Din sirul
exact

0—)A/(a1,...,a,_1) i)14/((11,...,04_1)—>14/((11,...,CL¢) —0

si din ipoteza inductivd pd4 (A/(ai,...,a,_1)A) =t — 1 se obtine cu
teorema de comparatie pda(A/I) < t. Pentru orice P € Spec A ce
contine I, sirul a, ..., a, este Ap-regulat, deci

prof(Ap) = prof (Ap/(ai,...,a))Ap) +1t.

Folosind teorema Auslander-Buchsbaum si faptul ¢4 dimensiunea proiec-
tivd nu cregte prin localizare, se obtine:

t = prof (Ap) — prof (Ap/IAp) pd,,. (Ap/IAp) <

b) Fie acum (A, AL, ') un inel local noetherian. Vom arita ca orice
ideal propriu I cu proprietatile pd(A/I) < oo si 1/1? este A/I-modul
liber de rang ¢ este generat de un A-gir de lungime ¢t. Ca de obicei.
rationam prin inductie. dupa ¢t de aceasta data.

Cand t = 0, avem I = I? deci I = 0 conform lemei lui Nakayama.
Presupunem acum ca t > 0 si ca asertiunea a fost stabilitd pentru ran-
guri mai mici decat ¢. Din lema 4.6 rezultd ca I contine un nondivizor
al lut zero pe 4. Alegem ay. .. .. a; € I elemente ale caror imagini a,,

, @ in 1/1? constituie o bazd a acestui A/I-modul liber si notdm
J := (ag,...,a;) + I*. Observim cid V(I) = V(J) si u(I/J) = 1.
Dacd X constda din elementele maximale ale multimii Ass A, atunci
IZU{P : Pe X} Dinlemad.1 rezulti existenta unui nondivizor al
lui zero b € I a carui imagine in I/1? genereazi I/J. Inlocuind a; cu
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b, putemn presupune ¢d a; este un nondivizor al lui zero pe A ¢e induce
o baza pentru A//-modulul 1/.].

Introducem urmdtoarele notatii: B = Afay A, L = I/ay A i
aratdm ca B si L satisfac conditii analoage celor postulate pentru A si
1. Intr-adevﬁr,

L/L* ~ I/(aA+1?) ~T/I1H)/((a1A+ T?)/1?) ~
~ Y ,a- A/l =Y a4 B/L

intrucat A/l ~ B/L, deci L/L? este B/L-modul liber. Din I = a;A+J
deducem I/ayl ~ (ayA/ayI) + (J/a;I). Vom ardta ci aceastd suma
este directd. Avem ayA/a,] >~ A/I pentru ca a; este nondivizor al lui
zero §i JNa; A = a,1 intrucat a; induce bazi pentru A/I-modulul 7/.J.
Prin urmare,

Jja) ] =J/(JNaA) ~ (a A+ J)/ayA=T/a;A=1L

si (ayA/a ]) N (J/ayI) = 0. In concluzie, I/a\] ~ (a,A/a,]) @ L.

Deoarece a; este nondivizor al lui zero si I (ca gi A/I) are dimen-
siunea proiectiva finita, rezultd pdg(//a,I) = pda(I) < oco. Atunci
pdp(L) < oo (dimensiunea proiectivd a unui sumand direct nu poate
depasi dimensiunea proiectivd a modulului sumi directd) si din sirul
exact de B-module 0 — L — B — B/L — 0 rezultd cu teorema
de comparatie pdg(B/L) < oo.

Conform ipotezei de inductie, idealul L = I/a; A este generat de un
A/ayA-gir de lungime ¢t — 1. Cum a; este nondivizor al lui zero pe A,
inseamna ca [ este generat de un A-gir de lungime ¢. O

Din acest rezultat decurge o caracterizare omologica pentru inelele
locale regulate.

COROLAR 4.8. Pentru un inel local noetherian (A, M, K'), urmdtoa-
rele afirmatit sunt echivalente:

(i) A este un inel regulat,

(ii) pda(K) < oo
Dacd una dintre aceste condifii este indeplinitd, atunct are loc egalitatea

pda(K) = dim A.

DEMONSTRATIE. Deoarece M/AM? este A/A-modul liber, din teo-
rema Ferrand-Vasconcelos rezultd ca pd (/) < oo dacd i numai daci
M este generat de un sir regulat. Acecastd ultima conditic inseamna
exact cd A este inel regulat. Daca A este inel regulat de dimensiune d,
atunci M este generat de un gir regulat de lungime d si din demonstratia
precedentd se gtie cd pd (K) = d. a

Este usor de obtinut o caracterizare analoagd in cazul global:
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TEOREMA 4.9. (Auslander-Buchsbaum-Serre) Fie A un inel noe-
therian de dimensiune Krull finitd d. Urmadtoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

(i) A este inel regulat,

(i1) orice A-modul de tip finit are dimensiunea proiectivd cel mult

d

J

(#ii) orice A-modul finit generat are dimensiunea proiectivd finitd.

DEMONSTRATIE. Fie A un inel regulat gsi £ un modul de tip finit.
Este suficient sa aratam cd pda,, (Ea) < d pentru orice ideal maximal
M al lui A. Daca dim Ay = 0, atunci Ay, este corp (fiind inel local
regulat de dimensiune zero), deci Ejs este Ap-modul liber. In cazul A,y
are dimensiunea strict pozitivd, existd z € MAy \ (M2?Ap U Z(A)).
Atunci Aps/xAp este inel local regulat de dimensiune dim Apy — 1.
Consideram un sir exact de Ap;-module 0 — G — F — Epy — 0
cu F' un Ap-modul liber de rang finit. Cum fie G este nul, fie z este
nondivizor al lui zero pe G, avem pd,, (G) = pd,,,/;4,,(G/zG). Din
ipoteza inductiva rezultd pda,,/za, (G/zG) < dim Ay — 1, iar din
teorema de comparatie se deduce pda,, (A/M) < dim A,,. Astfel am
demonstrat ca (7) implica (7i).

S& presupunem ci este indeplinitd conditia (74¢). Atunci pentru
orice M € Max A, A-modulul A/M are dimensiunea proiectiva finita,
prin urmare pd4,, (A /MAp) < co. Apoi se foloseste corolarul 4.8
pentru a conchide cd A,, este inel regulat. Conform definitiei, rezulta
cd A este inel regulat. O

Se poate ardta cid daci A este inel regulat de dimensiune finita,
atunci orice A-modul (nu doar cele de tip finit) are dimensiunea proiec-
tiva finita.

TEOREMA 4.10. (Teorema syzygy a lui Hilbert) Orice modul finit
generat peste un el de polinoame cu coeficienfi intr-un corp are o
rezolufie libera de lungime cel mult numarul variabilelor.

DEMONSTRATIE. Fie K un corp si A := K[X,..., X,] un inel de
polinoame. Cum A este inel regulat de dimensiune Krull n conform
corolarului 11.4.26, din teorema Auslander-Buchsbaum-Serre se obtine
ca orice A-modul de tip finit are o rezolutie proiectiva de lungime cel
mult n. Concluzia anuntata rezultd din urmaitorul rezultat. ()

TEOREMA 1.11. (Quillen-Suslin) Dacd A este un domeniu princi-
pal, toate A[X1,..., X,]-modulele proiective finit generate sunt libere.

Acest enunt, isi are originea intr-o remarca facutd de Serre in 1955:
,,u se stie daca existd A-module proiective de tip finit care sd nu fie
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libere®, unde A este un inel intr-un numar finit de nedeterminate peste
un corp. Dupa o serie de rezultate partiale obtinute de mai multi
matematicieni, in 1976 Quillen si Suslin dau simultan si independent
doud demonstratii diferite pentru enuntul consemnat in teorema 4.11.
O demonstratie este datd in [14]. O ampld prezentare a rezultatelor

legate de problema lui Serre se giseste in [8].
Folosind teorema Auslander-Buchsbaum-Serre, se poate studia foar-
te ugor stabilitatea regularitatii la operatiile uzuale din algebra comu-

tativa.
PROPOZITIE 4.12. Orice localizat al unui inel noetherian si requlat

are aceleast proprietdfs.

DEMONSTRATIE. Este suficient si ardtam ca dacd A este inel noe-
therian regulat gi P este un ideal prim al sdu, atunci Ap este inel
regulat. Fie M € Max A cu P C M. Din caracterizarea omologici a
inelelor regulate gi conform corolarului 2.6 avem

pdAP(Ap/PAP) < pdAM(AM/PAM) <00,
deci conform corolarului 4.8, Ap este inel regulat. (]

PROPOZITIE 4.13. Dacd inelul noetherian A este regulat, la fel este
orice inel de polinoame A[Xy,..., X,].
DEMONSTRATIE. Vom demonstra afirmatia pentru n = 1, cazul

general rezultand printr-un rationament inductiv in care se foloseste
constructia iterativa a inelului de polinoame
A[Xl, - ,4Yn] = A[X], Ce ’JYTL_I][Xn] .
Fie @ € Spec A[X] i P := QN A. Atunci A[X]g = (Ap[X]), si
idealul maximal al acestui inel local are urma pe inelul de coeficienti
Ap toemai idealul maximal P.Ap. Se aplica rezultatul urmaétor. J

LEMA 4.14. Fie (A, M, K) un inel local regulat 31 Q € Spec A[X]
cu QN A =M. Atunci A[X]g este inel regulat.

DEMONSTRATIE. Cum AMA[X] C @, avem

dim A =ht M =ht MA[X] < ht Q = dim A[X], .

Daca MA[X] = @, atunci dim A = dim A[X]g si Q cste generat
de dim A elemente, deci A[X]g este inel regulat prin definitie. Daca
M A[X] # Q. atunci dim A[X]g > dim 4+1. Deoarece A[X|/MA[X] ~
~ K| X] este domeniu principal, imaginea idealului Q in acest inel este

generatd de un singur element, astfel ca idealul @) este generat de exact
dim A + 1 elemente. Rezulta

edim A[X]p < dimA + 1 < dim A[X]g .
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Dar dimensiunca de scufundare este intotdeauna cel putin cat dimen-
siunea inclului, astfel ci inegalitatile precedente sunt de fapt egalitati.

d

Reciproca propozitiei 4.13 este adevarata, dar pentru a o demon-
stra avem nevoie de un rezultat referitor la transferul regularitatii prin
morfisme plate.

TEOREMA 4.15. Fieu : (4,M,K) — (B, N, L) un morfism plat
st local de inele locale noetheriene.

a) Dacd B este inel regulat, atunci 4 este regulat.

b) Dacd A g1 B/M B sunt inele requlate, atunci B este inel regulat.

DEMONSTRATIE. a) Prin tensorizarea cu B a unei rezolutii libere
minimale a A-modulului K se obtine o rezolutie liberd (cici B este
A-modul plat) minimald (intrucat u(M) C N) a B-modulului
K ®4 B ~ B/MB. Prin urmare, pds(K) = pdg(B/MB) < oo si
afirmatia rezulta din corolarul 4.8.

b) Fie d := dim A, n := dim B/MB, ay, ..., a4 un sistem minimal
de generatori ai lui M si by, ..., b, un sistem minimal de generatori ai
lui N/MB. Atunci u(a,), ..., u(ag), by, ..., b, este un sistem minimal
de generatori ai lui N constand din dim A + dim B/M B elemente. Dar
in conditiile date, dim B = dim A + dim B/M B conform corolarului

11.4.19. (]

EXEMPLU. In conditiile de la punctul a) este posibil ca fibra
B/MB si nu fie inel regulat. De pilda, dacd K este un corp, atunci
B = K|X,Y|/(Y - X?) =: K|z,y] si 4 := K]y] C B sunt ine-
le regulate, iar B este un A-modul liber, gencrat de 1 i z, pe cand
B/yB ~ K|]X]/(X?) nu este inel regulat, filnd un inel local in care
existd elemente nilpotente nenule.

TEOREMA 4.16. Un inel noetherian A este requlat daca ezista un
inel de polinoame A[X),.... X,], n 20, care sa fie inel requlat.

DEMONSTRATIE. Putem presupune n = 1 gi X; = X. Pentru M
ideal maximal al lui 4 notdm N := (M, X) € Max A[X]. Morfismul
canonic A — A[X] induce un morfism local si plat Ay, — A[X]n.
Conform teoremei 4.15. regularitatea coboara prin astfel de morfisme.

a
Adaugam un rezultat foarte util in contextul lemei de normalizare.

PROPOZITIE 4.17. Fie B un inel local noetherian g1 A un subinel
local si regulat astfel incat B este un A-modul finit generat. Atunci B
este inel Cohen-Macaulay dacd si numat dacd este A-modul liber.
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DEMONSTRATIE. Conform versiunii locale a teoremei Auslander-
Buchsbaum-Serre, pd,(B) < oc. Tinand cont de teorema Auslander-
Buchsbaum, rezulta ca B este A-modul liber daca si numai daca prof4 B
coincide cu prof A. Din ipoteza A inel regulat i din propozitia 2.13
conchidem ca A este inel Cohen-Macaulay, deci prof A = dim A. Pe
de alta parte, daca zy, ..., x4 este un sistem regulat de parametri ai
lui A, acesta este sistemn de parametri ai lui B. Asadar, B este inel
Cohen-Macaulay daca si numai daci z,, ..., x4 este B-sir, iar aceasta
proprietate echivaleaza cu prof4 B = prof A. O

Mentionam o alta proprietate importanta a inelelor locale regulate,
pentru a cirei demonstratie trimitem la [19, teorema 2.16).

TEOREMA 4.18. (Auslander-Buchsbaum-Nagata) Un inel local re-
qulat este factorial.
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artinian, 2
Cohen-Macaulay
peste inel arbitrar, 88
peste incel local, 88
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normalizare Noether, 56
Nullstellensatz, 44
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teorema
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