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Introducere

Teorema fundamentală a aritmeticii apare în ^Elementele11 lui Eu- 
clid. Chiar dacă acestea ar fi doar o compilație, un compendiu, așa 
cum susțin mulți istorici ai științei, tot ar fi mai mult de 2 200 de ani 
d(' când se cunoaște că orice număr natural supraunitar este în mod 
unic produsul unor numere prime.

In secolul al XlX-lea, încercările de a demonstra mare teoremă a lui 
Format au eșuat pentru că foloseau o descompunere analoagă pentru 
numere de forma ao + « i ( + '"  + aP-iCp~l , unde p este un număr prim, 
at € Z, iar (  ^  1 este o rădăcină de ordin p a unității. E. Kummer 
a introdus noțiunea de întreg algebric și cea de număr ideal pentru a 
crea un context în care un rezultat asemănător teoremei fundamentale 
a aritmeticii subzistă, context necesar în studiul său asupra teoremei 
lui Fermat. R. Dedekind a demonstrat că în inele de întregi algebrici, 
orice ideal propriu se poate scrie în mod unic ca un produs de ideale 
prime.

In terminologia actuală, inelele studiate de Dedekind sunt de di­
mensiune unu. Pentru inele de dimensiune cel puțin doi nu se poate 
demonstra un astfel de rezultat. E. Lasker, rămas celebru în matema­
tică, dar și în sport, fiind campion mondial la șah, observă în 1905 că 
într-un inel de întregi algebrici un produs de puteri de ideale prime este 
identic cu intersecția acestor puteri. Reușește să definească o noțiune 
(ideal primar) în inele de polinoame cu un număr finit de variabile și 
coeficienți complecși și demonstrează că orice ideal propriu al acestor 
inele de polinoame este intersecție finită de ideale primare. E. Noether 
arată în 1921 că această descompunere primară are loc în orice inel 
comutativ, unitar. în care orice ideal este finit generat. Astăzi astfel de 
inel se numesc noetheriene. Noether a caracterizat inelele ce îi poartă 
numele cu ajutorul condiției lanțurilor ascendente. Condiția duală— 
condiția lanțurilor descendente -a fost considerată de E. Artin în 1927, 
iar inelele care îndeplinesc această condiție sunt denumite, în onoarea 
sa. inele artiniene.

In 1938 W. Krull a publicat un impozant memoriu despre inele 
locale în care își face apariția o clasă importantă de inele locale, denu­
mite de C. Chevalley „inele regulate". Terminologia este justificată de 
faptul că. în context geometric, aceste inele locale sunt strâns legate 
de noțiunea de punct regulat pe o varietate algebrică. Punctele re­
gulate (sau netede) de pe o varietate sunt considerate simple, celelalte 
(punctele singulare) au o complexitate ce poate fi pusă în corespondență
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cu proprietăți ale inelelor locale. Pentru a clasifica singularitățile va­
rietăților algebrice au fost introduse relaxări succesive ale regularității. 
Inelele Cohen-Macaulay constituie o clasă de inele foarte importantă 
atât în algebra comutativă, cât și în geometria algebrică. Teoria repre­
zentărilor modulele Cohen-Macaulay apare în clasificarea singularități­
lor, oferind punct de vedere alternativ celor de sorginte topologică.

In istoria științelor se constată frecvent că dezvoltarea unui dome­
niu are loc prin studierea unor noțiuni și probleme noi sau cu mijloace 
inspirate din alte zări. Această fază de expansiune este înlocuită de 
aspirația către restabilirea identității sub tutela unor viziuni unifica­
toare. Urmează o perioadă în care propriile rezultate sunt radiate spre 
domenii mai mult sau mai puțin apropiate, înapoind, cu dobândă, ceea 
ce s-a primit. Pe acest traseu au apărut algebra omologică, care a per­
mis în anii 1950-1960 transferul unor idei și tehnici familiare topologilor 
spre algebra comutativă, și combinatorica algebrică, prin intermediul 
căreia metodele algebrice au permis avansarea către soluționarea uno­
ra dintre problemele de combinatorică. Metodele algebrei omologice 
sunt instrumente foarte puternice utilizate în studiul inelelor. Aici nu 
putem decât ilustra succesul lor în tranșarea unor chestiuni referitoare 
la inele regulate.

Textul a servit studenților înscriși în anul I de studii aprofundate în 
algebră și geometrie pentru un curs de un semestru. Restricții severe 
de timp au impus o selecție riguroasă a noțiunilor și rezultatelor, fiind 
reținute doar cele strict necesare pentru conturarea unei viziuni corecte 
și a unui bagaj de cunoștintțe temeinice, cu aplicabilitate imediată la 
cursurile oferite în continuare. Rezultatele incluse și-au dobândit deja 
atributul de „clasice11, servind la un studiu specializat în subdomenii 
ale algebrei comutative sau geometriei algebrice. Secțiunile au o struc­
tură asemănătoare: definițiile sunt însoțite de exemple, urmate apoi 
de un studiu al stabilității proprietăților la operațiile uzuale din al­
gebră (imagine omomorfă, localizare, comportare în șir exact, extindere 
polinomială, transfer prin morfisme). Exercițiile sunt destinate fixării 
cunoștințelor și nu sunt invocate ulterior în text.

Datorită parcursului diferit, rezultat al opțiunilor pe care le-au for­
mulat, studenții nu au o pregătire omogenă, bagajul comun de cunoș­
tințe reducându-se la ceh' acoperite de programa de algebră a primi­
lor doi ani de facultate. Din acest motiv, majoritate rezultatelor au 
demonstrații complete și detaliate, pentru care sunt suficiente cunoștin­
țe de bază referitoare la localizare, produs tensorial și module plate. In 
puținele cazuri în care o astfel de tratare ar fi necesitat pregătiri prea
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ample, demonstrațiile au fost înlocuite cu trimiteri bibliografice precise 
la surse acesibilc.

Rezultatele sunt numerotate prin două numere arabe: primul indică 
secțiunea, iar al doilea numărul enunțului din secțiunea considerată. In 
rarele cazuri în care au fost citate rezultate din capitolele anterioare, nu­
merele rezultatului sunt precedate de o cifră romană ce indică numărul 
capitolului în care se află enunțul invocat.

Toate inelele considerate în această lucrare sunt considerate comu­
tative și cu element unitate, iar morfismele de inele vor fi presupuse 
unitare. Notația F < E  înseamnă că F  este submodul al modulului 
E. In particular, I  < A înseamnă că I  este ideal al inelului >1. Relația 
de incluziune între mulțimi este notată X  G Y, iar notația X  G Y 
înseamnă că incluziunea este strictă. Un inel A având un singur ideal 
maximal M  este notat (/l, M, K), unde K  = A /M  este corpul rezidual. 
In secțiunile ce se referă doar la inele noetheriene sau la inele locale, 
această condiție este formulată la începutul secțiunii respective și este 
inclusă implicit în ipoteza fiecărui rezultat din acea secțiune.

Pe parcursul pregătirii cursului am beneficiat de sfaturile domnilor 
profesori Lucian Bădescu și Dorin Popescu, cărora le mulțumesc și pe 
această cale.
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CAPITOLUL 1

M odule noetheriene și module artiniene

Galois a introdus ideea de a studia un obiect matematic (ecuații 
polinomiale) indirect, prin intermediul altei structuri (grupuri asoci­
ate). O paradigmă asemănătoare funcționează cu mult succes în multe 
alte contexte. Foarte fructuoasă s-a dovedit a fi considerarea relațiilor 
de ordine pe mulțimi asociate obiectelor de interes. Pe această idee 
se bazează demonstrația elegantă și simplă dată de E. Noether faptu­
lui că în orice inel comutativ în care nu există șiruri infinite de ideale 
conținute unul în altul, orice ideal este o intersecție finită de ideale pri­
mare. Acest punct de vedere a fost însușit în studiul modulelor peste 
inele necomutative, al laticilor, dar și al spațiilor topologice.

1. C ondiții de lanțuri pentru  inele  și m od ule

P ROPOZIȚIE 1.1. Pentru un A-modul arbitrar E, următoarele con­
diții sunt echivalente:
(ACC) orice lanț ascendent de submodule E Q Q E } Q E 2 G .. . este 

staționar, i.e. există k E N astfel încât En = Ek pentru orice 
n > k,

{M AX) orice mulțime nevidă de submodule ale lui E conține un ele­
ment maximal față de incluziune.

DEMONSTRAȚIE. Implicația (ACC) => {M AX) o demonstrăm 
prin reducere la absurd. Să presupunem că există o muțirne nevidă £ 
de submodule ale lui E  astfel încât £  nu are elemente maximale față de 
incluziune. Considerăm E } G £. Atunci există E2 £ £  cu E\ G E2 , în 
caz contrar E } ar fi element maximal, în contradicție cu presupunerea 
făcută. Din același motiv există E^ 6 £  cu E2 G E3 . Astfel se pune în 
evidență un șir strict crescător de submodule ale lui E, șir care nu este 
staționar.

(M AX) => (ACC) Fie Eo G E} G E2 G .. .  un șir ascendent de 
submodule. în virtutea condiției (M AX), mulțimea £  := {EnîneN 
conține un element maximal Ek- Pentru n > k avem Ek C En (pentru 
că lanțul este ascendent) și En G £, deci En = Ek, altfel s-ar contrazice 
faptul că Ek este element maximal al mulțimii £. □

1
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2 1. MODULE NOETHERIENE ȘI MODULE ARTIMENE

Considerând pe mulțimea submodulelor ordinea opusă incluziunii, 
se obține:

PRO POZIȚIE 1.2. Pentru un A-rnodul arbitrar E, următoarele con­
diții sunt echivalente:
{DCC) orice șir descrescător Eo D E } ^  E2 ^  . . .  de submodule este 

staționar,
{M IN) orice mulțime nevidă de submodule ale lu.i E conține un ele­

ment minimal față de incluziune.
D EFINIȚIE 1.3. Un d-modul E  se numește noetherian (resp. ar- 

tinian) dacă îndeplinește una dintre condițiile echivalente ale propo­
ziției 1.1 (resp. 1.2). Un inel se numește noetherian (resp. artinian) 
dacă este astfel privit ca modul peste el însuși.

Reamintim că un modul E  este numit finit generat dacă există X\, 
..., i n 6 E, n 6 N, astfel încât E = J2"=] Ax t . Noțiunea duală este 
definită folosind dualitatea dintre suma și intersecția de submodule.

DEFINIȚIE 1.4. Un A-modul E  se numește finit cogenerat dacă 
pentru orice familie de submodule (E ^ )^ A cu Q  EA = 0 există o parte 
finită T C A astfel încât Q  E7 = 0. A

Dualitatea este mai puțin misterioasă după ce vom vedea că pro­
cedeul cel mai simplu de a construi un lanț ascendent este să facem 
suma unor submodule, iar pentru a produce un lanț descendent este 
firesc să considerăm intersecția a tot mai multe submodule.

EXEMPLE. 1. Z-modulul Z este finit generat (un sistem de gene­
ratori constă doar din elementul unitate), dar nu este finit cogenerat 
întrucât n{ pZ : p prim } = 0 și

P | / ' t 2 = p }p2 • • -p„z 
1=1

pentru orice numere prime p} , . . ., pn , n > 1.
2. Fie K  un corp. Un A’-spațiu vectorial este finit generat dacă 

și numai dacă este de dimensiune finită, dacă și numai dacă este finit 
cogenerat.

PRO POZIȚIE 1.5. Pentru un A-modul arbitrar E. următoarele con­
diții sunt echivalente:

{i) E este A-modul finit generat,
{ii) pentru orice familie de submodule {EX)X^A astfel ca E ^  = E

AeA .
există o parte finită f  C A astfel încât £ 7 £ f  E^ = E.
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1 CONDIȚII DE LANȚURI PENTRU INELE ȘI MODULE 3

DEMONSTRAȚIE. (/) = >  (ii) Fie o familie de submodule (EA)A6A 
astfel ca £ Af x E\ = E. Se consideră un sistem finit de generatori TȚ, 
. . x n pentru E. Fiecare x k se scrie ca o sumă finită de elemente nenule 
gk j E Ej pentru j parcurgând o mulțime finită Ar  Strângem în F toți 
indicii submodulelor din familia considerată care conțin componentele 
yk j ale generatorilor modulului E: F := A] U . . .  U An . Este clar că 
r  este o parte finită a lui A și că orice element din E  este combinație 
liniară de x k , deci și de yk ] .

(ii) (i) Se consideră familia de submodule (AX)X EE ale lui E.
□

TEOREMA 1.6. Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) E este A-modul noetherian,

(ii) orice submodul al lui E  este finit generat,
(iii) pentru orice familie nevidă de submodule (E \)\^ \ există o parte 

finită r  C A astfel încât ^ ^ E y = ^^E x- 
ier AGA

DEMONSTRAȚIE, (I) => (u) Să presupunem că există un sub­
modul F al unui modul noetherian E  care nu este finit generat. Atunci 
pentru orice I Ț  ..., x n E F, n E N, avem Axi + • • • + Axn C F, deci 

n
există T„+ I E F \  ^ . I Ț . Inductiv se construiește un lanț ascendent 

1= 1
nestaționar de submodule ale lui F, deci și ale lui E.

(ii) => (iii) Se aplică propoziția 1.5 /l-modulului ^ E A-
AeA

(iu) => (i) Dacă Eu Q Ei Q E2 C. . .. este un lanț ascendent de 
submodule ale lui E, există k E N astfel încât

k

n>() i=0
Rezultă En C E k pentru toți n > k. Cum incluziunea inversă are loc 
pentru că Eu formează un lanț crescător față de incluziune, rezultă că 
lanțul considerat este staționar. □

Rezultatul corespunzător pentru module artiniene este următorul:
T EOREMA 1.7. Următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) E este A-modul artinian.
(ii) orice modul cât al lui E este finit cogenerat,

(iii) pentru orice familie nevidă de submodule (Ex)x^\ există o parte 
finită T C A astfel încât Q i e r  E~t = H AC A ^ -
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4 1. MODULE NOETHERIENE ȘI MODULE ARTINIENE

DEMONSTRAȚIE. Echivalența dintre prima și ultima condiție se 
demonstrează ca și în cazul noetherian.

(ii) => (iii) Fie F := ^ E x  și p : E  — > E /F  surjecția canonică, 
întrucât AGA

Q P ( f j = p ( n & ) = ) > ( F ) = o ,
AGA AGA

iar modulul cât E /F  este finit cogenerat conform condiției (H), de­
ducem că există o parte finită P C A pentru care ^ ^ p ^ E y )  = 0. 
Ultima relație este echivalentă cu Q7 e r  E^ =  QAeA E\.

(iii) => (ii) Fie G < E, F : = E/G , p : E  — > F surjecția 
canonică și (Fx)xe^ O familie nevidă de submodule ale lui F  cu QA6A Ex = 
= 0. Considerând preimaginile Ex := p~x (Fx), avem

f"| £ \  = p - 1 ( Q  .FA) = p - 1 (0) = G .
AGA AGA

Condiția (iii) asigură existența unei părți finite P C A pentru care 
G =  n ^ e r^ v  De aici rezultă

Q  f ,  =  P  p{Ey ) = P ( Q  E,} = p(G) = 0 . 
7GT 7cr 7GT

T EOREMA 1.8. Fie 0 — > E' - ^  E  —̂A E" — > 0 un șir exact de 
A-module. Atunci E  este modul noetherian (resp. artinian) dacă și 
numai dacă E' și E" sunt module noetheriene (resp. artiniene).

D EMONSTRAȚIE. Vom demonstra numai echivalența afirmațiilor 
referitoare la noetherianitate, restul demonstrației fiind similar.

Să presupunem că E  este modul noetherian. Dacă E'o C E{ Q 
C E2 C ... este un lanț ascendent de submodule ale lui E '. atunci 
(f(E'n ))n >o este un lanț ascendent de submodule ale modulului noe­
therian E. Așadar, există Ic 6 N astfel încât f(E 'n ) = f(E'k ) pentru 
toți n > k. Morfismul f  fiind injcctiv, avem E( = f ~ x (f(E()) pentru 
orice i 6 N. Prin urmare, E'n = E'k pentru n > k. Cum lanțul as­
cendent (E'n )n>0 a fost arbitrar, conchidem că E' îndeplinește condiția 
(ACC). “

Pentru fiecare lanț ascendent (E'/)n> 0 de submodule ale lui E". 
lanțul ascendent (g~} (E /) ) ,^  de submodule ale lui E  este staționar. 
Cum g este surjectivă, avem g(g~x(E'/)) = E'/ pentru toți n 6 N. De 
aici se deduce rapid că lanțul considerat în E" este staționar.

Pentru reciprocă, se consideră (En )n>0 un lanț ascendent de sub­
module ale lui E. Preimaginile modulelor Ei prin f ,  resp. imaginile lor 
prin g, formează lanț ascendent pe modulul noetherian E ", resp. E'.
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1 CONDIȚII DE LANȚURI PENTRU INELE ȘI MODULE 5

Acestea staționează: f ~ }(E„) = f ~ }(Ek ) și g(Eu ) = g(Ek ) pentru toți 
n > k. unde k a fost convenabil ales. Vom arăta că. En = E^ pentru 
n > k.

Fie .?■ 6 En . unde n > k. Din g(x) G g(En ) = g(Ek ) rezultă 
că există y G E k astfel ca g(y) = g ^ f-  Atunci x — y G ker g = 
= Im f .  Așadar, există z E E' cu f(z )  = x -  y E En + E k = En . Deci 
z G f - ^ E n )  = f~ '(E k ), astfel că x — y = f(z )  G E k . Prin urmare 
* = (^ -  y) + y e Ek . □

COROLAR 1.9. Un modul izomorf cu un modul noetherian (resp. 
artinian) este noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRAȚIE. Se aplică teorema șirului exact

0 — >0 — > E — > E — >0.
□

COROLAR 1.10. Suma directă a unei familii finite de module este 
modul noetherian (resp. artinian) dacă și numai dacă fiecare membru 
al familiei are aceeași proprietate.

DEMONSTRAȚIE. Se raționează prin inducție după cardinalul fami­
liei folosind șirul exact canonic

0 — > Eu — > ®"_ ] E t — > ®P=  / Ei — > 0 .

COROLAR 1.11. Orice modul finit generat peste un inel noetherian 
(resp. artinian) este modul noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRAȚIE. Un modul generat de n elemente este izomorf 
cu un cât al A-modulului .4". care este .4-modul noetherian (resp. 
artinian) conform rezultatului precedent. A])oi se aplică teorema 1.8.

□

COROLAR 1.12. Dacă A este un. inel noetherian (resp. artinian) și 
I este un ideal al său. atunci A /I  este inel noetherian (resp. artinian).

D EMONSTRAȚIE. Conform teoremei 1.8, A /I  este A-modul noe­
therian (resp. artinian). Apoi se ține cont că orice ideal al inelului A /I 
este .4-modul. □

Ambele proprietăți se comportă bine la localizare.
PROPOZIȚIE 1.13. Dacă E este un A-modul noetherian (resp. ar­

tinian) și S este un sistem multiplicativ închis în .4, atunci S~ l E este 
S~ l A-modul noetherian (resp. artinian).
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6 1. MODULE NOETHERIENE ȘI MODULE ART1NIENE

DEMONSTRAȚIE. Aserțiunea rezultă din binecunoscuta corespon­
dență dintre S^'d-subinodulcle lui S~XE  și A-submodulele lui E  care 
sunt S-saturate. □

EXEMPLE. 1. Orice inel finit este noetherian și artinian pentru că 
există doar un număr finit de ideale.

2. Orice corp este inel noetherian și artinian, având doar două 
ideale.

3. Orice inel principal este noetherian. Un inel principal este ar­
tinian dacă și numai dacă este corp. Intr-adevăr, dacă p ^  0 este ge­
neratorul unui ideal maximal, șirul descrescător de ideale (p) D (p2) D 
D (p3) D ... nu este staționar—în caz contrar rezultând existența unui 
număr natural zi > 0 și a unui element a al inelului astfel capn = apn + l , 
ceea ce implică p inversabil.

4. Un spațiu vectorial V este modul noetherian dacă și numai 
dacă este modul artinian, dacă și numai dacă are dimensiunea finită. 
Dacă (zn )neN e s ê  ° familie liniar independentă de elemente ale lui V, 
pentru zi G N se consideră subspațiile vectoriale Vn și Wn generate de 
elementele cu indici < n, respectiv > n. Atunci (Vn )n e N este un lanț 
ascendent nestaționar, iar (Wn )neN e s te  un lanț descendent nestaționar. 
Dacă V este finit dimensional, se folosește exemplul 2 și corolarul 1.11.

5. Pentru K  corp, K ^  și A^Aj, Â2,. . . ,  X n , . ..] nu sunt inele noethe- 
riene. Afirmația referitoare la K ^  este consecință a exemplului 4. Pen­
tru inelul de polinoame într-o infinitate de nedeterminate se observă, 
de pildă, că lanțul constând din idealele generate de primele zi variabile,
n = 1, 2, .... nu este staționar.

6. Pentru p număr prim se definește Hp := { — : .i: G Z, zi G N } și 

Zp^ := Hp /Z . Atunci Zp^  este Z-modul artinian. dar nu noetherian. 
Pentru a demonstra aceste afirmații, considerăm G un subgrup propriu
al lui Zp™ și observăm că există zi G N astfel încât G este generat 
de clasa lui i/p". Rezultă că dacă G = p^^Zp^ și G' = p^'Zp^ cu 
s, t G N, atunci G' < G dacă și numai dacă t < s. Prin urmare, laticea
Z-submodulelor lui Zp ^ este bine ordonată relativ la incluziune, adică 
îndeplinește condiția (M IN ). Cum mulțimea numerelor naturale nu 
satisface condiția lanțurilor ascendente, tragem concluzia că Zp^  nu 
are proprietatea (AGC).

7. In notațiile exemplului precedent, Hp nu este Z-modul artinian 
și nici noetherian, pentru că există un șir exact de grupuri abeliene 
0 — > Z — > Hp — > ZpX  — > 0.
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8. Un subinel al unui inel noetherian (resp. artinian) nu are 
neapărat aceeași proprietate. De pildă, inelul de polinoame într-o in­
finitate de nedeterminate de la exemplul 5 este subinel al corpului său 
de fracții.

Rezultatul care urmează arată că proprietatea unui inel de a fi 
noetherian se transferă la inelul de polinoame într-o variabilă. Ast­
fel putem da noi exemple de inele noetheriane.

TEOREMA 1.14. (Teorema bazei a lui Hilbert) Dacă A este inel 
noetherian, atunci inelul de polinoame A[X] este încă noetherian.

DEMONSTRAȚIE. Arătăm că dacă A[X] nu este inel noetherian, 
atunci nici A nu este. Fie I  un ideal în A[X] care nu este finit ge­
nerat. Alegem fi  e I  un polinom nenul de grad minim printre ele­
mentele lui I. întrucât I  nu coincide cu idealul generat de f i, e­
xistă fz £ I  \  fiA[X]. Alegem un polinom fz de grad minim între 
toate polinoamele cu această proprietate. Repetând construcția, se 
obține un șir de polinoame ( fn )n>i cu f n un polinom de grad minim 
din I  \  ( f i , . . . ,  f n ^i)A[X], n > 1. Notăm cu dn gradul lui f n și 
cu an coeficientul său dominant. Din alegerea polinoamelor rezultă 
di < dz <■■ ■ Arătăm că lanțul de ideale a^A C (a1,n2)A C ... 
este strict crescător. Să presupunem contrariul. Atunci există k € N, 
k > 1, astfel încât (d1,a2 ,--’> Q-k)A = (a^az, ■ ■ . ,a k , ak + fiA  sau echiva­
lent ak + i = «i&i + • • • + ak bk pentru niște elemente bi G A. Atunci 
polinomul

k 
g-.= f k + i - ^ b rX d^ ~ d'fi 

i=l
are gradul < dk + i, este din idealul considerat I, dar nu aparține idealu­
lui generat de fi, . . ., f k . Existența unui astfel de polinom contrazice 
alegerea lui f k + i. □

Reciproca este valabilă pentru că dacă A[A'] este inel noetherian. 
at unci .4 ~  .4[X]/(X) este AfAj-modul noetherian, deci inel noetherian 
conform corolarului 1.12.

Pentru a formula consecințe importante ale acestui rezultat funda­
mental în algebra comutativă, reamintim următoarele noțiuni. Dacă 
u : .1 — > 13 este un morfism unitar de inele comutative, B  va fi numit 
A-algebră de morfism structural u. Pe grupul abelian (B, +) subiacent 
inelului B se introduce o structură de A-modul prin restricția scala­
rilor via morfismul u, înmulțirea exterioară fiind definită prin formula 
a • x = u(a) ■ x, a E A, x E B, unde înmulțirea din partea dreaptă este 
înmulțirea internă cu care este înzestrat inelul B. In cazul în care u este
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8 1. MODULE NOETHERIENE ȘI MODULE ARTINIENE

injectiv. identificând pe .4 cu imaginea sa prin a. putem presupune că 
.4 este un subinei al lui B și că u este morfismul de incluziune .4 C B. 
Spunem în acest caz că B  este o extindere a inelului .4.

Pentru x { . . ... x n 6 B  arbitrare se notează cu .4[xi, . .  ., r„] cel mai 
mic subinei al lui B  care conține elementele alese și u(A). Din pro­
prietatea de universalitate a algebrei polinoamelor rezultă că aplicația 
a : /IfA'],. . . ,  A\] — > B definită prin evaluarea f  t—> f ( x i , . . . , x n ) 
este unicul morfism de inele astfel încât «(X J = -Ti, 1 < i < n, și 
a(a) = u(a), a € A. Este clar că

= Im a  = { f ( x } , . . . , x n ) : f  € 4 [X i , . . . ,X n ]} .

Se spune că morfismul de inele u : A — > B  este de tip finit sau că 
B  este o A-algebră de tip finit sau că B este o A-algebră finit generată 
dacă există xt, ..., xn E B, n E N, astfel încât B  = 4 [ i i , . . .  ,x n ]. In 
acest caz, Xi, . .., xn se numește sistem de generatori ai A-algebrei B. 
Din cele de mai sus rezultă că B ~  AfA^,... ,X n ]/I pentru un ideal 
I  în inelul de polinoame A[AA,. . . .  Xn |. Se spune că morfismul u este 
finit sau că B este o A-algebră finită dacă B  este A-modul finit generat.

PROPOZIȚIE 1.15. Fie A un inel noetherian (resp. artinian) și B 
o A-algebră finită. Atunci B este inel noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRAȚIE. Conform corolarului 1.11 B este un /l-modul noe­
therian (resp. artinian). Cum orice ideal al lui B  este și un .4-submodul 
al lui B  privit ca .4-modul, laticca idealelor lui B  satisface condiția 
(ACC) (resp. (DCC)). □

Are loc și o reciprocă parțială a acestui rezultat:
T EOREMA 1.16. (Eakin-Nagata-Eisenbud) Dacă, A este un subinei 

al lui B astfel încât B este o A-algebră finită, via morfismul incluziune 
.4 C B, iar B este inel noetherian (resp. artinian). atunci .4 este, inel 
noetherian (resp. artinian).

DEMONSTRAȚIE. Pentru o demonstrație a afirmației referitoare la 
noetherianitate trimitem la [3. teorema 8.10]. Cazul artinian se găsește 
în [10], □

PROPOZIȚIE 1.17. Fie .4 un inel noetherian și B o A-algebră, de 
tip finit. Atunci B este un inel noetherian.

DEMONSTRAȚIE. Inelul B  este izornorfeu un inel factor al inelului 
de polinoame peste .4 într-un număr finit de nedeterminate. Un inel 
de forma A[X[,. . . ,X n ] "este noetherian conform teoremei bazei a lui 
Hilbert. Demonstrația se încheie folosind corolarul 1.12. □
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EXERCIȚII.
1. Fii* E un A-modul. Arătați că următoarele condiții sunt echiva­

lente:
(i) E  este modul noetherian,

(ii) condiția (ACC) este satisfăcută pentru submodulele finit ge­
nerate ale lui E,

(iii) orice modul cât al lui E  este noetherian.
2. Un inel este noetherian dacă și numai dacă orice ideal prim este 

finit generat.
3. Dacă un inel are proprietatea că orice ideal maximal al său este 

finit generat, rezultă că inelul este noetherian?
4. Inelul de serii formale într-o variabilă cu coeficienți într-un inel 

noetherian este inel noetherian.
5. Fie E  un A-modul și f  un A-endomorfism al său.
a) Dacă E  este modul artinian, atunci există un număr natural 

nenul n astfel încât E  = Im / n +  ker f n . Deduceți că f  este monomor- 
fism dacă și numai dacă este automorfism.

b) Dacă E  este modul noetherian, atunci există un număr natural 
nenul n astfel încât Im f n D ker f n = 0. Așadar, f  este epimorfism 
dacă și numai dacă este automorfism.

6. Orice epimorfism al unui modul finit generat este automorfism.

2. Module de lungime finită

Până acum am studiat în paralel noetherianitatea și artinianitatea 
modulelor, ghidați de dualitatea existentă între cele două proprietăți. 
Am demonstrat câteva proprietăți ale modulelor noetheriene care nu au 
corespondent în cazul artinian. In această secțiune arătăm că prezența 
simultană a celor două proprietăți are consecințe importante, con­
ducând la o generalizare a noțiunii de spațiu vectorial de dimensiune 
finită.

DEFINIȚIE 2.1. Un lanț finit de submodulc

0 = En C E ^ t  C .. .  C Ei C Eo = E  (1)

se numește filtrare finită sau serie normală a lui E. Numărul n se 
numește lungimea seriei, iar modulele factor E ^-JE ,, 1 < i < n. poartă 
numele de factori.

O serie normală este numită serie Jordan-Holder sau șir de compo­
ziție pentru E dacă factorii săi sunt module simple (i.e. E l_x/E l nu 
are submodule proprii oricare ar fi z, 1 < z < n). Echivalent, o serie 
normală saturată (între ai cărei termeni nu mai pot fi introduse alte 
submodulc).
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Prin convenție, modulul nul admite un șir de compoziție de lungime 
zero.

PROPOZIȚIE 2.2. Un modul E are un șir de compoziție dacă și 
numai dacă E  este modul noetherian și artinian.

DEMONSTRAȚIE. Să presupunem că E  are un șir de compoziție de 
lungime n. Raționăm prin inducție după n. In cazul n = 0, E  este 
modulul nul și nu avem nimic de demonstrat. Dacă n = 1, atunci 
E  este un d-modul simplu, care evident este noetherian și artinian. 
Presupunem că orice d-modul care are un șir de compoziție de lungime 
cel mult n, n > 1, este noetherian și artinian, iar E  admite un șir de 
compoziție 0 = En + i G En G .. .  G Ei G Eo = E de lungime n + 1. 
Atunci Ei are un șir de compoziție de lungime n, deci conform ipotezei 
de inducție, Ei este modul noetherian și artinian. Cum E /E i este 
modul simplu, aplicând teorema 1.8 șirului exact

0 — > Ei — > E  — i E / Ei — > 0
se obține că E  este noetherian și artinian.

Demonstrăm reciproca. Mulțimea tuturor submodulelor nenule ale 
modulului artinian E  are un element minimal E i . Se observă că Ei este 
modul simplu, altfel s-ar contrazice minimalitatea sa. Dacă E ^  Ei, 
se raționează la fel pentru modulul artinian nenul E /E i, obținându-se 
existența unui submodul E2 al lui E  având proprietatea că E2/E i este 
modul simplu. In acest mod se găsește un lanț ascendent 0 C Ei G 
G E2 G .. .  de submodule ale modulului noetherian E. Acest lanț este 
staționar conform condiției (ACC). Pe de altă parte, din modul de 
alegere a submodulelor Ei rezultă că ultimul termen din lanț nu poate 
fi decât întreg modulul E. □

LEMA 2.3. Un A-modul nenul E este simplu dacă și numai dacă 
există un ideal maximal M astfel încât E  ~  A /M .

DEMONSTRAȚIE. Corpul A /M  neavând ideale diferite' de zero și de 
el însuși, înseamnă că /l-modulul A /M  este simplu pentru orice ideal 
maximal M. Reciproc, să presupunem că E este un modul nenul și 
simplu. Pentru x G E, x fi 0, Ax este un submodul nenul al lui E. 
Prin urmare, E  = Ar, deci există un morfism surjectiv p : .1 — > E 
definit prin asocierea a H  ax. Din teorema fundamentală de izomor­
fism pentru module rezultă că nucleul M  := ker p satisfaci1 A /M  ~  E. 
Dacă M  nu ar fi ideal maximal, atunci A/M , deci și E. ar conține un 
submodul nenul, contradicție. □

DEFINIȚIE 2.4. Se spune că A-modulul E are lungime finită dacă 
există majorare pentru lungimile tuturor seriilor normale.
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T EOREMA 2.5. (Jordan-Hdlder) Dacă există un șir de compoziție 
pentru E. atunci E arc lungime finită, și toate șirurile sale de compoziție 
au aceeași lungimi'.

DEMONSTRAȚIE. Fie

0 = E„ C E ^  G . . .G  Ei G Eo = E  (2)

un șir de compoziție de lungime minimă pentru E. Vom arăta prin 
inducție după n că orice serie normală a lui E  are lungimea cel mult 
n. In particular, orice alt șir de compoziție are lungimea mai mică 
sau egală cu n. In virtutea alegerii șirului de compoziție 2), rezultă 
concluzia anunțată.

Teorema este evidentă pentru n < 1. Presupunem că n > 1 și că 
aserțiunea este valabilă pentru modulele care au un șir de compoziție 
de lungime mai mică decât n. Fie 0 = Ft G Ft~i G .. .  G Fi G FQ = E 
o serie normală arbitrară a lui E. Dacă Fi G Ei, aplicând ipoteza de 
inducție lui Ei se obține t —1 < n —1. Dacă Fi ^  E i, atunci Ei+Fi = E 
deoarece E /E i este modul simplu. Din teorema de izomorfism pentru 
module avem

E _  Ei + Fi ~  ^
E { Ei Ei n  Fi

Rezultă că Fx/{Ei n  Fi) este modul simplu. întrucât Ei are o serie de 
compoziție de lungime n — 1, din ipoteza de inducție se obține că în 
submodulul său propriu E x D Fi toate seriile normale au lungimea cel 
mult n — 2. Folosind faptul că F i/(E i Ci Fi) este simplu, se deduce că 
Fi are o serie de compoziție de lungime < n — 1. Așadar, și în acest 
caz avem f — 1 < n — 1. □

In virtutea teoremei .Jordan-Hdkler, următoarea definiție are sens:
DEFINIȚIE 2.G. Maximul lungimilor seriilor normale dintr-un modul 

E în care există șir de compoziție poartă numele lungimea modulului 
E. Notația consacrată este IA(E). Dacă nu există pericol de confuzie, 
se omite menționarea explicită a inelului.

Din demonstrația teoremei Jordan-Hdlder se constată că IA (E) este 
egală cu lungimea oricărui șir de compoziție. Cunoștințele referitoare 
la modulele noetheriene și artiniene ne permit să arătăm că lungimea 
este o funcție aditivă pe mulțimea modulelor de lungime finită.

PROPOZIȚIE 2.7. Fie dată o serie normală (1) pentru E. Atunci 
E are lungime finită dacă și numai dacă E ^ i/E , are lungime finită 

n
pentru i = 1. 2, . . .. n. Dacă l(E) < c>o, atunci l(E) = ^ E t^ IE ,Y 

1= 1
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DEMONSTRAȚIE. Este suficient să justificăm afirmațiile pentru 
n = 2, cazul general rezultând apoi ușor prin inducție. Așadar, pre­
supunem că l(E) < oo și că 0 = E2 C E { G E  este o serie normală, 
pe care o rafinăm până la un șir de compoziție. Modulele din acest 
șir de compoziție situate între Ei și E  (resp. E2 și Ei) induc un șir 
de compoziție pentru E /E i (resp. E x). Evident are loc relația l(E) = 
= l(E /E i) + l(Ei).

Pentru implicația reciprocă, presupunem că E / Ei și Ei sunt module 
de lungime finită. Obținem un șir de compoziție pentru E  prelungind 
un șir de compoziție pentru Ei cu preimaginile în E  ale modulelor 
dintr-un șir de compoziție al lui E /E i. □

COROLAR 2.8. a) Orice submodul și orice imagine omomorfă a unui 
modul de lungime finită are lungime finită.

b) O sumă directă finită de module de lungime finită are lungime 
finită și lungimea sa este suma lungimilor sumanzilor.

Rezultatul care urmează arată că noțiunea de modul de lungime 
finită este o generalizare a noțiunii de spațiu vectorial finit-dimensional.

PRO POZIȚIE 2.9. Fie V un spațiu vectorial peste un corp K. Urmă­
toarele afirmații sunt echivalente:

(i) dim^-(V) < oo,
(ii) V este un K-modul de lungime finită,

(iii) V este un K-modul noetherian,
(iv) V este un K-modul artinian.

Dacă una dintre aceste condiții este îndeplinită, atunci are loc egalitatea 
dim/<(V) = l ^ ' ) -

DEMONSTRAȚIE. Din propoziția 2.2 știm deja că (iii) și (iv) sunt 
consecințe ale condiției (ii). Pentru a arăta că (i) implică (ii), se 
consideră o bază ei, e2 , . . ., en pentru V. Spațiile vectoriale I j : = 
:= Ke.i + • • ■ + K e t , 1 < t < n, constituie un șir de compoziție pentru 
V. Prin urmare, V este un /f-modul de lungime finită. Implicațiile 
(iii) => (i) și (iv) => (i) au fost stabilite în exemplul 4. □
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E X E R C IȚ II.
1. Dacă Ei iți E? sunt submodule ale unui modul E de lungime 

finită, atunci l(Ei + E->) + l(E } D E^) = l(E } ) + l(E2 ).
2. Fie E un modul de lungime finită n și f  un endomorfism al lui 

E. Să se arate că E este suma directă internă dintre Im f n și ker f n .
3. Un modul nenul E se numește indecompozabil dacă singurii săi 

surnanzi direcți sunt modulele improprii 0 și E. Să se demonstreze că 
orice modul noetherian sau artinian se poate scrie ca o sumă directă 
finită de submodule indecompozabile.

4. Fie f  un endomorfism al unui modul indecompozabil și de 
lungime finită. Următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) f  este monomorfism,
(ii) f  este epimorfism,

(iii) f  este automorfism,
(iv) f n ^ 0  pentru orice număr natural n.

3. D escom pu nere prim ară în m odule noeth eriene

Teoremele de descompunere a unui obiect în componente mai simple 
sau cu anumite proprietăți specificate ocupă un loc central în algebră. 
Posibilitatea de a clasifica obiectele sau de a le manipula mai ușor 
este întotdeauna atrăgătoare. In această secțiune se arată că fiecare 
submodul al unui modul noetherian este intersecția unei familii finite 
de submodule primare. In forma actuală, demonstrația este influențată 
de viziunea modernă, impusă de Bourbaki, și este susceptibilă de a fi 
parafrazată pentru inele necomutative, în categorii sau latici.

3.1. R adicalul unui subm odul.
DEFINIȚIE 3.1. Fie .1 un inel, I  un ideal al său, E  un /l-modul și 

F  submodul al lui E. Mulțimea
(F : I)/.; := { .r E E : ar E F pentru orice a E I } (3)

este numită transportorul lui I în F . Mulțimea
(F : E )Ă := {« e .4 : «E C F }  (4)

este numită câtul lui F prin E. In cazul particular al submodulului 
nul, (0 : I)/.; este numit anulatorul lui I  în E și se notează Anii/.; 1.

Se verifică imediat că (F : l)^  este submodul al lui E, iar (F : E )A 
este un ideal în A. Proprietățile de mai jos se justifică fără nici o 
dificultate:

PROPOZIȚIE 3.2. Fie .4 un inel, I, J  ideale, E un A-modul și F 
submodul al lui E. Atunci: •

a) F Q ( F - .I ) E ,
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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b) I(E  : I ) E  C F,
c) {{F : I ) E  : J )E  = (F : I J ) E = ((F : J )E  : I ) E ,
d) pentru orice familie de submodule (FX)AGA ale lui E  avem

( ( n u : / ) E = n ( f t j ) E ,

AGA AGA

e) pentru orice familie de ideale țl\}\^^ ale lui A avem

AGA AGA

DEFINIȚIE 3.3̂  Numim rădăcină a lui F în E  mulțimea

Rade (F) = {a E A : Vx E E, Bn € N astfel ca an x E F }. (5)

In particular, pentru orice ideal I  notăm R ad(/) = Rad^ (7). Se 
verifică imediat că Rade ( f )  este ideal în A care conține câtul lui F 
prin E. Alte proprietăți sunt date în următoarea

P ROPOZIȚIE 3.4. a) Rad^ (F) = A dacă și numai dacă F = E, 
dacă și numai dacă (F : E )A = A.

b) Dacă F 1 C F sunt submodule ale lui E, atunci

Rad£  (F1) C Rad£  (F) și (E : F )A C (E : F ')A  .

c) Rad£  (F) = RadE / f  (0).
d) RadE  (F  A F2 A ...  A Fn ) = Rad£  (F^  A .. .  A Rade (Fn ).
PRO POZIȚIE 3.5. Pentru J  și I  ideale ale lui A sunt îndeplinite 

proprietățile:
a) Dacă I  Q J, atunci Rad (I) C Rad { J \
b) Rad (Rad (7)) = Rad (7).
c) Rad (I) = A dacă și numai dacă I = A.
d) Rad (IJ) = Rad (I A 3} = Rad (7) A Rad (.7).
e) Rad (I + J) = Rad (Rad (7) + Rad (.7)).
EXEMPLE 1. Fie n un număr întreg supraunitar. Atunci Radz  (n,Z) 

este generat de produsul divizorilor primi ai lui n.
2. Radz  (0) = 0, RadQ  (0) = 0, RadQ  (Z) = 0.
3. Rad4 (I) = { a E A : există n E N astfel ca an 6 7 }.
Rădăcina idealului nul este formată din acele elemente a ale inelului 

pentru care există un număr natural n astfel ca an = 0. Prin urmare. 
Rad^(O) coincide cu idealul format din elementele nilpotente din inel, 
ideal notat N(A) și numit nilradicalul inelului.

DEFINIȚIE 3.6. Un ideal se numește radical dacă el coincide cu 
rădăcina sa. Un inel este redus dacă nu are elemente nilpotente nenule.
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3 DESCOMPUNERE PRIMARĂ ÎN MODULE NOETHERIENE 15

Orice ideal prim este ideal radical. Mai general, pentru orice ideal 
prim P și orice n > 1 avem Rad (Pn ) = P. Pentru orice inel .1. inelul 
M/N(04) este redus.

PROPOZIȚIE 3.7. Dacă S este un sistem multiplicativ închis în A, 
atunci N(S- 1 A) = S - 1 N(A). In particular, orice localizat al unui inel 
redus este inel redus.

In repetate rânduri vom folosi un rezultat cunoscut sub numele de 
Ierna lui Krull:

P ROPOZIȚIE 3.8. (Lema lui Krull) Fie S  un sistem multiplicativ 
închis ce nu conține 0 și I  un ideal disjunct de S. Atunci există un 
ideal prim ce conține I și este disjunct de S. In particular, orice ideal 
I  ^  A este conținut într-un ideal maximal.

DEMONSTRAȚIE. Vom folosi procedeul de zornificare. Notăm cu 
£ mulțimea idealelor din A care nu taie S  și conțin I . Prin ipoteză 
£  este nevidă. Vom demonstra că £  ordonată cu relația de incluziune 
este mulțime inductivă. Fie J  ̂ C J2 C . . .  un șir crescător de ideale din 
£. Atunci J := U{ Jn : n > 1 } este un ideal disjunct de S, conține 
I , deci J E £■ Din lema lui Zorn rezultă că £  conține un element 
maximal P. Vom arăta că P este ideal prim al lui A.

Fie b, c E A \P  astfel încât bc E P. Deoarece P+Ab și P+Ac conțin 
strict idealul P, din maximalitatea lui P  ca element al lui £  decurge 
(P + Ab) n S  ^  0 și (F + Ac) O S ^  )̂. Explicit, există s = p + ax E S 
și t = q + by E S , cu x, y E A și p, q E P . Prin calcul direct se găsește 
st = (pq + bpy + aqx) + abxy E P. Cum S  este închisă la înmulțire, 
st E S, ceea ce contrazice faptul că, P  și S  nu au elemente în comun.

In cazul particular /  = 0și S = {1}, mulțimea £  definită mai sus 
constă din idealele distincte de întreg inelul. Prin urmare, elementele 
sale maximale sunt exact idealele maximale ale lui A. Ultima parte a 
concluziei propoziției rezultă folosind această observație pentru inelul 
A /I  și corespondența dintre Spec A /I  și Spec A. □

O altă proprietate utilă este consemnată în următoarea Iernă.
LEMA 3.9. (Principiul local-global) Următoarele condiții sunt echiva­

lente:

(0! =
(ii) Ep = 0 pentru orice ideal prim P,

(iii) EM = 0 pentru orice ideal maximal M.

DEMONSTRAȚIE. Singura implicație care necesită justificare este 
(Ui) = >  (?). Presupunem că E  este un modul nenul ce îndeplinește 
condiția (iii). Se găsește x E E, x ^  0, deci anulatorul său Ann4 z
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16 1. MODULE NOETHERIENE ȘI MODULE ARTINIENE

este diferit de .4. Conform lemei lui Krull, idealul Ann ț x este conținut 
intr-un ideal maximal AI. întrucât x/1 6 E M = 0. există a G A \  AI 
cu ax = 0. Această relații' arată a G Anu^rr C M, absurd. □

Rezultatul următor arată că proprietatea unui inel de a fi redus este 
o proprietate locală.

PRO POZIȚIE 3.10. Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) A este inel redus,

(ii) Ap este inel redus pentru orice P  G Spcc A,
(iii) A M este inel redus pentru orice AI G Max A.

DEMONSTRAȚIE. La demonstrarea implicației (iii) => (i) se folo­
sește comutarea localizării cu luarea nilradicalului și faptul că un modul 
este nul dacă și numai dacă toate localizatele sale în ideale maximale 
sunt nule. □

P ROPOZIȚIE 3.11. Fie A un inel și I  un ideal în A. Atunci Rad^ț/) 
este intersecția idealelor prime din A care conțin pe I.

DEMONSTRAȚIE. Ținând cont de relația c) din propoziția 3.4 și 
de bijecția dintre idealele lui .4 care conțin pe I  și idealele inelului 
A /I , este suficient să arătăm că nilradicalul unui inel A coincide cu 
intersecția idealelor prime ale inelului.

Fie a un element nilpotent și n un număr natural astfel ca an = 0. 
Pentru orice ideal prim P  avem an G P, deci a E P. Așadar,

N(4) C n { F  : P  G Spec A } .

Pentru a demonstra egalitatea în această incluziune, vom arăta că 
pentru a G A\ N(A) se găsește un ideal prim P  care nu conține a. 
Considerăm sistemul multiplicativ S  constând din elementul unitate 
al inelului .4 și din puterile lui a. In conformitate' cu alegerea lui a, 
S  nu conține elementul nul. Proprietatea dorită rezultă din Ierna lui 
Krull. □

DEFINIȚIE 3.12. Un ideal prim P se numește ideal prim, minimal 
dacă nici un ideal prim nu este' conținut strict în P. Altfel spus. P este1 
un element minimal în mulțimea Spec .4 ordonată cu relația ele> inclu­
ziune. Vom nota cu Min .4 mulțimea tuturor idealelor prime’ minimale' 
ale lui A.

Arătăm că fiecare ideal prim conține cel puțin un ideal prim mini­
mal.

LEMA 3.13. Pentru orice P G Spec A există Q G Min A cu Q Q P ■
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DEMONSTRAȚIE. Vom arăta că mulțimea

£ := {Q G Spec A : Q C P }

ordonată de incluziune este inferior inductivă (altfel spus, £  cu ordinea 
duală este mulțime inductiv ordonată). Dacă Pi ^  P2 D . . .  este un 
lanț descrescător de ideale din £, notăm Q := n{ Pn : ÎI > 1}. Evident 
Q este conținut în orice Pn , n > 1. Mai trebuie justificat faptul că 
idealul Q este prim. Fie a, b E A \Q .  Atunci există numere naturale 
s și t pentru care a ^  Ps , b ^  Pt . Notând cu n cel mai mare dintre s 
și t, din relația Pn = Ps C\ Pt rezultă că a ^ Pn și 6 ^  Pn . Prin urmare 
ab ^  Pn , și cu atât mai mult ab Q. □

COROLAR 3.14. a) Radicalul unui ideal I  este intersecția idealelor 
prime care conțin pe I și sunt minimale cu această proprietate.

b) Pentru orice modul E și F submodul al său, Rad^țF) este inter­
secție de ideale prime.

PROPOZIȚIE 3.15. Dacă I și J  sunt două ideale astfel încât J  este 
finit generat și conținut în Rad(/) ; atunci I  conține o putere a lui J.

D EMONSTRAȚIE. Fie bi, ..., bn un sistem de generatori ai lui J. 
Pentru fiecare indice i = 1, .. ., n există un număr natural et astfel 
ca Ff G I. Notăm s suma acestor exponenți și arătăm că J s C I. 
Un element arbitrar y C J s este o sumă finită de elemente de forma 
X\ ■ ■ ■ x s , cu Xj G J, iar fiecare Xj este o combinație liniară cu coeficienți 
din A de elementele b\, ..., bn . Prin urmare x } ■ ■ ■ x s este suma unor 
termeni de forma cb™1 ■ ■ ■ b™n , unde c € A și u } , . . . ,  un sunt numere 
naturale cu suma s. Pentru cel puțin un indice j  avem uy > ej, deci 
toate produsele ce apar în scrierea lui Z| • ■ ■ x s sunt din I . □

Aplicând acest rezultat pentru I ideal arbitrar al unui inel noethe- 
rian și J = Rad(/), se obține:

COROLAR 3.16. Orice ideal al unui inel noetlierian conține o putere 
a radicalului său.

P ROPOZIȚIE 3.1/. Fie 0 — î E 1 —  ̂ E  — î E ff — / 0 un șir exact 
de A-module, F un submodul al lui E, F" := g(F) și F' := f~ x {F}. 
A tuna

Rad£ (F) = R adH F ') n RadE „(F") .

D EMONSTRAȚIE. Fie a un element arbitrar al intersecției de ideale 
din membrul drept. Rezultă că pentru orice x E E există numărul 
natural m astfel încât g(am x) = am g(x) E F". Așadar, există y E F 
pentru care am x — y E E '. Pe de altă^ărte, există un număr natural
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t astfel ca al (am x  — y) G F ', deci am + tx E F. Relația fiind valabilă 
pentru orice x € E, conchidem că

RadE ,(F ') n RadE 4 F ") C R ad ^F ) .

Incluziunea contrară se verifică asemănător. □

PRO PO ZIȚIE 3.18. Fie S un sistem multiplicativ închis în A. E un 
A-modul și u : A — > S~ xA, v : E  — > S~ l E morfismele canonice.

a) Dacă F este un A-submodul al lui E, atunci

S“ l RadE (F) C R a d s - ^ S ^ F )  .

b) Dacă F’ este un S~ }A-submodul al lui S~ l E. atunci 

u -^ R a d s -^ țS ^ F ') )  = R ad E (u->(F')) .

D EMONSTRAȚIE, a) Fie b E S~ l Rads(F). Atunci b = a/s, cu 
a E Radc(F) și s E S. Pentru un element arbitrar y = e/t E S ^ E 
cu e E E  și t E S, există n € N astfel încât an e E F. Prin urmare 
bn y = an e /sn t E S~ l F.

b) Pentru a E îi‘ 1(Rads - iE (S“ 1F')) și e E E  se găsește n E ^ 
astfel încât v(an e) = uța)n • v(e) E F ', astfel că an e E v~x{F'). Cum 
e este arbitrar în E, se obține a E RadE(r- 1 (F')). Fie acum a din 
Rad^țv-1  (F')) și e/s E S ^ E .  Conform definiției, avem an e E v~x {F') 
pentru un număr natural n convenabil. Atunci vțan e) = u{an )v{e) = 
= u(an Ye/s-s/l E F', ceea ce înseamnă a E u~ l (Rad5-i/;(S - l F ') ) . □

EXEMPLU. Incluziunea demonstrată la punctul a) poate fi strictă. 
De pildă, pentru A = Z, S  = Z \  {0}, E = Q și F = Z avem 
S ^ R a d ^ Z )  = F 1 0 = 0, R ad^țS^’Z) = Rad^țQ) = Q.

Condiții suficiente pentru realizarea egalității sunt puse în evidență 
în următoarea

PRO PO ZIȚIE 3.19. Fie S un sistem multiplicativ închis din inelul 
A. E un A-modul și F un subrnodul al său. Atunci

S~ } Rad£ (F) = Rads - ^ ( S - 'F )

dacă una dintre următoarele condiții este îndeplinită:
a) E este un A-modul de tip finit.
fi) din s E S , x E E și sx E F rezultă x E F.

DEMONSTRAȚIE. In notațiile din propoziția 3.18. pentru a/s  ele­
ment arbitrar din R a d s - i^ țF 'F )  și orice e din E  există n E N astfel 
încât (a/s)n ■ (e/1) E S~ l F, deci tan e E F  pentru t E S  convenabil. în 
cazul fi) rezultă imediat an e E F, de unde a/s E S~1Rad/.’(F).
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Presupunem în continuare îndeplinită condiția n). Considerăm ei, 
. . .. er un sistem finit de generatori pentru E. Pentru fiecare indice i, 
i = 1. .... v. există n t € N și t, € S astfel încât Ua^ei G F. Luând 
n := max{ n t : 7 = 1.......r } și t : = fJ^ j ti, se obține tan E  C F  și deci 
ta € Rad/.(F). Așadar, a/s = at/st G S - 1 Rad£ (F). □

In continuare arătăm că mulțimea idealelor prime ale unui inel are 
în mod natural o structură de spațiu topologic. Această topologie este 
folosită intens în geometria algebrică.

Pentru orice ideal I  al inelului comutativ și unitar A se notează

V(Z) := { P G Spec A : /  C P} .
P ROPOZIȚIE 3.20. Aplicația de la mulțimea idealelor lui A la mulți­

mea părților lui Spec (A) definită prin asocierea I  H-> V{I} are următoa­
rele proprietăți:

a) V(0) = Spec A, V(A) = 0;
b) dacă I Q J, atunci V(J) C Nțl};
c) pentru orice familie de ideale (A)AeA avem

v ( L N = v Q »  = r|v (A );
AGA AGA AGA

d) V țl  QJ) = V țlJ )  = V(/) U N{J};
e) V țl) = $ dacă și numai dacă I  = A;
f)  V(I) =V (R ad(/)).

Proprietățile a), c) și d) permit să se definească o topologie pe 
mulțimea Spec A în care mulțimile închise sunt exact mulțimile de 
forma V(/), pentru I  un ideal în A. Această topologie este numită 
topologia spectrală sau topologia lui Zariski pe spațiul Spec A. In 
continuare vom considera întotdeauna această topologie pe mulțimea 
idealelor prime ale inelului A.

Dacă A' este o submulțirne a lui Spec (A), notăm

I(X) := A { P  : P  G X } .
Evident I(A') este un ideal în A, 1(0) = A, iar

AGA AGA

pentru orice familie ( X ) AeA de submulțimi ale lui Spec A. In particu­
lar, dacă A" C Y, atunci I(X) CI(X’).

P ROPOZIȚIE 3.21. Fie I ideal în A și X  C Spec A. Atunci:
a) V(f) este o mulțime închisă în spațiul topologic Spec (A), iar 

I(X) este un ideal radical al lui A.
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6) I(V(/)) = Rad (7), V(I(X)) = A-, închiderea mulțimii X  în 
topologia spectrală.

c) Aplicațiile I și V definesc Injecții descrescătoare, inverse una 
alteia, între mulțimea mulțimilor închise ale lui Spec (A) și 
mulțimea idealelor radicale ale lui A.

DEMONSTRAȚIE, a) V(Z) este mulțime închisă în Spec A conform 
definiției topologiei spectrale. Am văzut că pentru orice ideal I  avem

Rad(Z) =  n { P  : P ț  V(T) } , 

deci
Rad(I(X)) = n{P  : I(X) C P } .

Cum pentru orice Q E X  avem I(X) C Q, rezultă că toate idealele 
din X  apar printre idealele prime prin intersectarea cărora se obține 
Rad(I(X)). Altfel spus, Rad(I(X)) C I(X).

b) Din definiții și din propoziția 3.11 rezultă

I(V(/)) = n{ P  : P  e V(f) } = Rad(Z) .

Fie J  un ideal al lui A astfel încât X  C V(J), adică J Q P pentru 
orice P E X . Atunci J  C I(A) și din monotonia aplicației V rezultă 
V(I(X)) C X(J). Pe de altă parte, X  C V(I(X)). Conchidem că 
V(I(X)) este cea mai mică parte închisă a spațiului Spec A care conține 
X , adică V(I(X)) = X.

c) Consecință directă a celor demonstrate anterior. □

EXERCIȚII.
1. Determinați nilradicalul inelului de polinoame (respectiv, serii 

formale) într-o nedeterminată cu coeficienți într-un inel comutativ.
2. Caracterizați inelele în care nilradicalul este un ideal maximal 

(respectiv minimal).
3. Pentru orice ideale I, J, K  ale unui inel A au loc egalitățile:

Rad (I + JI<) = Rad (I + (J H K)) = Rad (I + J) H Rad (I + K} .

-1. Dacă (A\)AGA este o familie de mulțimi închise ale spațiului 
topologic Spec .4, atunci

I(C | A'U = f e d ( £ l ( . Y J )  .
AcA AeA

5. Dacă /  și J  sunt ideale în A, arătați că V(Z) C V(J) <=> J C 
C Rad (Z) «  Rad (J) C Rad (/).

6. Să se arate că următoarele condiții sunt echivalente pentru un 
spațiu topologic X:

(i) orice două mulțimi deschise nevide au intersecția nevidă,
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(ii) orice mulțime deschisă nevidă a lui A' este densă în A’.
(iii) orice mulțime deschisă a lui A’ este conexă,
(iv) orice două mulțimi închise ale lui AĂ ambele diferite de A’, au 

reuniunea diferită de A'.
Un spațiu topologic A" care îndeplinește aceste condiții este numit ire­
ductibil.

7. Considerăm spațiul Spec A înzestrat cu topologia spectrală.
a) Să se arate că o submulțime Y C Spec A este ireductibilă dacă 

și numai dacă I (Y) G Spec A.
b) Spec A este un spațiu ireductibil dacă și numai dacă singurele 

elemente e G A cu e2 = e sunt e = 0 și e = 1.

3.2. Suportul unui modul. O noțiune importantă în algebra co­
mutativă este aceea de suport al unui modul.

DEFINIȚIE 3.22. Fie E  un A-modul. Mulțimea
Supp4  E := { P E Spec A : E P 0)

se numește suportul lui E.
întrucât Supp^ A = Spec A, noțiunea are semnificație doar pentru 

module. Cu ajutorul suportului se pot distinge modulele nule. Prin­
cipiul local-global poate fi reformulat astfel:

LEMA 3.23. Un modul este nul dacă și numai dacă suportul său 
este mulțimea vidă.

EXEMPLU. Supp4 (A /I) = V(/) pentru orice ideal I  al lui A.
Intr-adevăr, pentru P € Spec A avem echivalențele P  € Supp4 (A f i ) 

«  (A /I)P ^  0 4=> A p/IA p  ^  0 /A p  ^  Ap <=^ /  n  (A \  P) = 
= $ < ^  /  Q P P E V(/).

P ROPOZIȚIE 3.24. Dacă 0 — > E — > F — > G — > 0 este un șir 
exact de A-module, atunci Supp4 F = Supp4 E U Supp4 G.

D EMONSTRAȚIE. Pentru orice ideal prim P avem șirul exact de 
Ap-module 0 — > Ep — > Fp — > Gp — > 0, deci Fp = 0 dacă și 
numai dacă Ep = 0 și Gp = 0. □

PROPOZIȚIE 3.25. Dacă, (Ex)xex este o familie de submodule ale 
unui modul E. atunci

Supp ( E £ A) = U  Supp (Ex ) ■
AeA AeA

D EMONSTRAȚIE. Cum localizarea comută cu sumele arbitrare de 
submodule, pentru orice ideal prim P avem ( ^ AeA E x ) p  = 0 dacă și 
numai dacă (E\)p  = 0 pentru orice A G A. □
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COROLAR 3.26. Dacă {xx)x^\ este O familie de generatori pentru 
A-modulul E, atunci

Supp £  = | J  V(Ann4  (TA)) .
AGA

In particular, dacă E este A-modul finit generat, atunci Supp E = 
= VțAnn^ (E)) este o mulțime închisă în topologia Zariski.

DEMONSTRAȚIE. Reamintim că Ann^ E = rReAV^nn^ (xx)), iar 
V(/ H J) = V(Z)U V(J) pentru orice ideale I, J  ale lui A. □

LEMA 3.27. (Lema de evitare a lui McCoy) Fie I  < A și Pi, ..., 
Pn (n > 2) o familie de ideale dintre care cel mult două nu sunt prime. 
Dacă I  este conținut în reuniunea idealelor Pi, ..., Pn , atunci I  este 
conținut într-unul din aceste ideale.

DEMONSTRAȚIE. Raționăm prin inducție după n. Dacă n  =  2 și 
există x,j E I \  Ps-j, j  = 1, 2, atunci Xj E Pj, deci y := xi + x 2 E 
E I  Q PiU P2 . Rezultă că y este un element al lui Pi, să spunem, încât 
x 2 = y — Xi E Pi, contradicție.

Presupunem acum că n > 3 și că afirmația a fost stabilită pentru 
orice familie cu proprietățile din enunț și de cardinal strict mai mic 
decât n. In plus, putem presupune I  £  |J{ Pj :  ̂ < j  ^  k < n} 
pentru orice A = 1, ..., n (în caz contrar concluzia dorită decurge din 
ipoteza inductivă). Alegând Xk E I  \  |J{ Pj ;  ̂ ^  3 ^  k < n }, avem 
x k € Pk pentru orice k = 1, ..., n. Cum n > 3, există cel puțin un ideal 
prim în familia considerată, să spunem Pi. Elementul x } + x 2X3 • ■ ■ x n 
este din I , dar nu din Pi (întrucât x } E P i, dar x 2x^ • • • x n ^  P J ș i  nici 
din Pk, k > 2 (deoarece ./j £ Pk și x2x.3 - • -xn E Pk). □

DEFINIȚIE 3.28. Pentru A inel comutativ și unitar, intersecția tu­
turor idealelor sale maximale se notează J{A) și este numită radicalul 
Jacobson. Un inel este local (resp. semilocal) dacă acest inel are un 
singur ideal maximal (resp. un număr finit de ideale maximale).

Folosind lema de evitare și corespondența dintre idealele S-saturate 
ale inelului .4 și idealele din S’ lA, se obține următoarea clasă de 
exemple de inele semilocale:

LEMA 3.29. Dacă P\, . . ., P„ fn > 1) sunt ideale prime incompara­
bile două câte două față de incluziune și S  := C\{A\P, : i = l , . . . , » | , 
atunci Max S 1A = { S i Pi : i = 1 ,... ,n } .

Elementele din radicalul Jacobson se pot identifica grație următoarei 
caracterizări:
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LEMA 3.30. Fie. x € .4. Atunci x. E ,/(.4) dacă și numai dacă, 1 — ax 
este inversabil în .4 pentru orice a E A.

D EMONSTRAȚIE. Dacă x € JțA) și există a E A astfel încât 
y := 1 — ax este neinversabil, rezultă că idealul Ay este diferit de 
A. Conform lemei lui Krull, există un ideal maximal AI ce conține Ay. 
Din x E M  și 1 -  ax E M  decurge contradicția \ E AI.

Reciproc, dacă x ^  JțA), înseamnă că există un ideal maximal Al 
astfel ca x $ Al. Deci Al C Al + Ax și maximalitatea lui M  implică 
Al + Ax = A. Prin urmare, se găsesc a E A și b E AI astfel încât 
1 = 6 + ax, relație din care conchidem că 1 — ax este neinversabil, în 
contradicție cu condiția din enunț. □

LEMA 3.31. (Lema lui Nakayama) Dacă E este un A-modul finit 
generat și I  un ideal conținut în radicalul Jacobson astfel încât IE  = E, 
atunci E este modulul nul.

DEMONSTRAȚIE. Fie x^, ■ ■., x n țn > 1) un sistem minimal de 
generatori pentru E. întrucât mulțimea numerelor naturale este bine 
ordonată, ți.e. orice submulțime nevidă are un cel mai mic element), 
putem presupune că E  nu poate fi generat de mai puțin de n elemente.

Din xn E E = IE  se obține o reprezentare xn = a^Xi + ■ ■ ■ + an xn 
cu ai E I  {1 < i < n). Atunci (1 — an )xn = a ix t + • • • + an _\Xn _x și 
cum 1 — aTl este inversabil țan fiind din JțA)), înseamnă că generatorul 
x n este superfluu. Cum sistemul de generatori a fost ales minimal, s-a 
ajuns la o contradicție. □

Acest rezultat joacă un rol important în studiul inelelor locale, 
dar are aplicații surprinzătoare și în alte contexte. Menționăm câteva 
consecințe ale sale.

COROLAR 3.32. Fie E un A-modul și F un subrnodul cu E /F  finit 
generat. Dacă, I  C JțA) și E = IE  + F, atunci E = F.

DEMONSTRAȚIE. Se folosește Ierna lui Nakayama pentru 4-modulul 
finit generat E /F . □

COROLAR 3.33. Fie țA ,A l,K ) un inel local și E un modul de tip 
finit. Pentru JȚ , . .., xn E E, următoarele afirmații sunt echivalente:

(?) .zj, . ... x n generează A-modulul E,
ții) clasele +1; .. ., xn  în E /A IE  generează K-spațiul vectorial

E /A IE . '

D EMONSTRAȚIE. Implicația ți) => ții) este clară. Pentru re­
ciprocă se observă că din condiția ții) rezultă E = M E+Ax\+ - ■ -+Axn 
și se aplică rezultatul precedent. □
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LEMA 3.34. (Lenta chineză a resturilor) Fie f i .. In (n > 2) 
ideale astfel încât fi + fi = A pentru 1 < J < k < n. Atunci:

71 TI

“) A '^n u
J=1 > 1

n

b) morfismul T\ : .4 — > J J  A /fi , a ^  (a + fi, ■ ■ . ,a + In ), este 

surjectiv și induce un izomorfism 
n n

j=l J=1

D EMONSTRAȚIE, a) Evident, intersecția idealelor conține produsul 
lor. Incluziunea inversă se obține prin inducție după n. Dacă n = 2, 
atunci

fi F fi = (Ii + fi)(fi A fi) C fi{fi A fi) + fi(fi A fi) C fifi .

Presupunem acum n > 2 și că relația este adevărată pentru cel mult 
n — 1 ideale comaximale două câte două. Observăm că f i  + L = A, 
unde L = fi ■■ ■ fi_ \ = fi A .. .  A f i- t-  Intr-adevăr, din In + L ^  A 
rezultă existența unui ideal maximal M ce conține In -I- L, în particular 
avem fi ■ ■ ■ In _} C M. Atunci M  conține un ideal fi, 1 < j  < n. Cum 
f i  Q M, se ajunge la contradicția A = fi + f i  Q M. Conform cazului 
n = 2, avem

n n — 1 n — 1 nn fi = In ] \ f i  = In L = f i n L  = f i n ^  fi) = pi, .
j=l j=l J=1 7=1

b) Acum arătăm că pentru orice k, \ < k < n. există a^ € C\J7ck fi 
astfel încât ô  — 1 G fi. Pentru j  fi k există b3 G fi și Cj G fi 
cu suma 1. Atunci elementul ak := n ^ i ^ j  a r c  proprietățile dorite: 
evident a* aparține tuturor idealelor de indice diferit de k, iar ak — 1 = 
= I W  ~ O  -  1 e A- _

Pentru (.rj,. . . ,.T„) G H ^ I AM-G) considerăm câte un reprezentant 
bj pentru Tj (1 < j  < n) și punem x := a f i  + • ■ • + an bn . Pen­
tru fiecare k = 1, .... n avem bk (ak — 1) G fi și a3b3 G fi pentru 
1 < j  ^  k < n, deci x -  bk G fi. Altfel spus, morfismul T este surjec­
tiv. Din definiția produsului direct rezultă că nucleul lui 7r coincide cu 
produsul idealelor fi, care nu este altceva decât intersecția lor conform 
punctului a). Demonstrația se încheie aplicând teorema fundamentală 
de izomorfism pentru inele. □
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P ROPOZIȚIE 3.35. Dacă E și F sunt module finit generate peste 
inelul noetherian .4, atunci Supp (E ®A F) = Supp E  A Supp F.

DEMONSTRAȚIE. Primul pas constă în reducerea la cazul local. 
Aici este simplu datorită comutării localizării cu tensorizarea:

(E ®A F )P ~  Ep 0 A p FP  pentru orice P  G Spec A .
Apoi se aplică următorul rezultat. □

LEMA 3.36. Dacă E și F sunt module nenule de tip finit peste un 
inel local noetherian {A, M, K ), atunci E  ®A F fi 0.

DEMONSTRAȚIE. Pornim de la o prezentare F ~  An /G  cu n un 
număr natural și cu G un submodul al lui An . Imaginile lui G prin 
proiecțiile canonice ale lui An pe sumanzii săi direcți sunt submodule 
ale lui A, adică ideale. Nu se poate ca toate aceste ideale să coincidă cu 
A, pentru că atunci ar rezulta F  = 0. Obținem prin urmare un morfism 
surjectiv F — > A /I  cu I  ideal diferit de întreg inelul. Morfismul 
E® A F — > E /IE  indus prin tensorizare cu E  este încă surjectiv. Dacă 
sursa sa ar fi modulul nul, atunci ar rezulta E = IE , ceea ce, conform 
lemei lui Nakayama, ar conduce la concluzia F  = 0, în contradicție cu 
ipoteza. □

3.3. Ideale prime asociate unui modul.
DEFINIȚIE 3.37. Fie A un inel și E  un A-modul. Un ideal prim 

P  din A se numește asociat lui E  dacă există x £ E  astfel încât P = 
= Ann^ x. Mulțimea idealelor prime asociate lui E  se notează Ass^ E. 
O denumire alternativă, ușor macabră și paradoxală, este asasin al 
modulului E. Dacă F  este un submodul al lui E, un element din 
Ass ,4 (E /F) se numește ideal prim asociat lui F în E  sau divizor prim 
al lui F în E.

Observăm că orice ideal prim asociat unui modul conține anulatorul 
acelui modul, iar Ass E  coincide cu mulțimea formată din P  € Spec A 
pentru care există un submodul al lui E  izomorf cu A /P .

LEMA 3.38. Pentru orice P  6 Spec A și x E A /P , x fi 0, avem 
Ann.r = P, deci Ass.4 (A /P) = { P }.

DEMONSTRAȚIE. Dacă x = a + P, cu a G A \P ,  atunci bx = 0 dacă 
și numai dacă ab 6 P. Cum a nu aparține idealului prim P, această 
relație este echivalentă cu b E P. □

E XEMPLU. Pentru .4 inelul de polinoame în variabilele X și U 
peste un corp K  și I  := (X2 , XX"), avem P := (X ,Y )  G Ass^ (A /I), 
Q := (X) G Asszi (.4//) și Q C P. Intr-adevăr, se verifică ușor relațiile 
p  = ( i;  ( A ' ) h  * Q  = ( n  ( D L -
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LEMA 3.39. Pentru orice A-modul E avem

n{ P : P E  Ass^ E }  D Rad# (0) U Rad^Arni^ E) .

D EMONSTRAȚIE. Fie P un ideal prim asociat lui E  și x E E  astfel 
încât P  =  Ann x. Pentru orice a E Rad# (0) există n E N astfel încât 
an x = 0, adică an E Ann x — P. Rezultă Rad# (0) C P  pentru orice 
P E Ass E.

Deoarece orice ideal prim este radical, relația

Ann E = R {  Ann y : y E E  ) C Ann x,

implică Rad(Ann E) C Rad(Ann x) = P. □

Problema existenței unor ideale prime asociate unui modul dat are 
un răspuns clar.

LEMA 3.40. Fie E  un modul peste un inel noetherian A. Atunci E 
este modulul nul dacă și numai dacă Ass^ E  este mulțimea vidă.

D EMONSTRAȚIE. Dacă modulul E  este nenul, atunci mulțimea de 
ideale {Ann x : x E E ,x  ^  0} este nevidă. In conformitate cu 
condiția (M AX), această mulțime are un element maximal P. Vom 
arăta că P  este ideal prim.

Fie x E E, x ^  0, astfel încât P  = Ann x și a, b E A cu b ^  P, dar 
ab E P. Relațiile abx = 0, bx ^  0 arată că a E Ann (bx). Considerând 
a un element arbitrar al idealului P, conchidem că P este conținut în 
anulatorul elementului nenul bx al lui E. Datorită maximalității lui P 
rezultă P  =  Ann (bx). Acum este limpede că din abx = 0 și bx ^  0 
rezultă a E P. □

EXEMPLU. Ipoteza noetherianității inelului este esențială. Să con­
siderăm, de pildă, idealul I  generat în inelul .4 := Q[A\. A'2 , • • •, A"n , ...] 
de pătratele variabilelor și E := A /I . Atunci Ass.ț E = 0. Intr-adevăr, 
se verifică ușor că singurul ideal prim ce conține /  este idealul generat 
de variabile. Pentru orice f  E A/1 sc găsește un reprezentant dintr-un 
inel de polinoame într-un număr finit de nedeterminate. Anulatorul 
acestui reprezentant este conținut în același subinel.

Elementele conținute în idealele asociate unui modul au o propri­
etate introdusă în următoarea definiție.

DEFINIȚIE 3.41. Un element a E .4 se numește divizor al Im zero 
în E  dacă există x E E, x ^  0, astfel încât ax = 0. Un element este 
regulat pe E  dacă nu este divizor al lui zero pe E.

Mulțimea formată din toți divizorii lui zero pe un modul E  este 
notată Z(F).
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P ROPOZIȚIE 3.42. Dacă .4 este inel noetherian, atunci reuniunea 
primelor asociate unui modul E coincide cu mulțimea divizărilor lui 
zero pe E.

DEMONSTRAȚIE. Este evident că elementele din orice ideal prim 
asociat lui E  sunt divizori ai lui zero pe E. Reciproc, fie ax =  0, unde 
o G A și x E E, x ^  0. Din Ierna precedentă știm Ass^Az) ^  0, deci 
există b E A și P e Spec A astfel încât P = Ann (bx). Cum abx = 0, 
deducem a E P. □

PROPOZIȚIE 3.43. Pentru orice submodul F al lui E  avem

Ass (F) C Ass (E) C Ass (F) U Ass (E /F ) .

DEMONSTRAȚIE. Incluziunea din stânga este evidentă: anulatorul 
unui element x din F nu se modifică dacă vom considera x ca element 
al lui E. Fie P  G Ass (E )\ Ass (F) și x E E  astfel ca P  = Ann x. 
Cum Ax ~  A /P , din Ierna 3.38 rezultă Ass (Ax) = { P } . Conform 
alegerii lui P  avem AxD F  = 0. Atunci imaginea lui Ax prin morfismul 
canonic E — > E /F  este un submodul al lui E /F  izomorf cu A /P . In 
virtutea primei incluziuni, { P }  = Ass^ (A /P) C Ass^ (E /F ). □

EXEMPLU. Incluziunile nu sunt totdeauna egalități.
Fie K  un corp, A :— K[X, Y] și șirul exact de A-module

0 — > (X ) /(X 2 ,X Y )  A /(X 2 ,X Y )  — >■ A /(X )  — > 0 .

Din Ierna 3.38 și faptul că A-rnodulul (X ) /(X 2 , X Y )  este izomorf cu 
A /(X , Y) ~  K  rezultă

ASS4  ((.¥)/(.¥ '. .V D ) = { ( . r , r ) ) c A s s . t ( . W 2 A n ) £ 
c  ( ( x n j u K A ' ) ) .

In acest caz prima dintre incluziunile de la propoziția 3.43 este strictă.
Pentru a ne convinge că este posibil ca a doua incluziune să nu fie 

egalitate, este suficient să considerăm șirul exact de grupuri abeliene 
0 — > 6Z — > Z — > Z/6Z — > 0. în acest caz este simplu de văzut 
Assz  (Z) = Assz  (6Z) = { 0 }, Assz  (Z/6Z) = { 2Z, 3Z }.

Alte proprietăți ale asasinului unui modul sunt date în următoarea
P ROPOZIȚIE 3.44. a) Dacă (E\)xc\ este o familie de submodule ale 

lui E, atunci
Ass ( | J  £ \)  = | J  A s s  Ê ^  •

. AeA AeA

b) Două module izomorfe au aceleași prime asociate.
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c) Dacă (E\)xe ^ este o familie de submodule ale lui E, atunci

Ass (©AGÂ A) = | J  A S S (£ A) •
AeA

d) Dacă E i f  ..., En (n > 1) sunt submodule ale lui E  a căror 
intersecție este modulul nul, atunci

n

Ass (E) C IjA ssfE ,) .
i= l

DEMONSTRAȚIE, a) Consecință directă a definițiilor.
b) Rezultă din faptul că anulatorul oricărui element dintr-un modul 

coincide cu anulatorul elementului corespunzător din celălalt modul.
c) Cu ajutorul relației de la punctul a) ne reducem la cazul în care 

A este o mulțime finită, când se raționează prin inducție. Pasul inițial 
al raționamentului inductiv (A are doar două elemente) este consecință 
a propoziției precedente:

Ass (E^ C Ass (Ei ® E2) C ASS (E I ) U Ass (E2 ) , i = 1,2 .
Când sunt n > 3 submodule, se raționează asemănător.

d) Ipoteza asigură injectivitatea compunerii aplicațiilor canonice 
n n

e  n w )  -  ^ E / ^  • 
i= l  i= l

Se aplică proprietatea de la punctul c) și propoziția 3.43. □

EXEMPLU. Incluziunea de la punctul d) nu este valabilă pentru 
o familie infinită de submodule: când p parcurge numerele naturale 
prime avem Op pZ = 0, Assg (Z) = { 0 }, în vreme ce

Assg(®p Z/pZ) = | J  Ass^ (Z/pZ) = Spec Z \  { 0 } .
p

In continuare vom studia comportarea asasinului la luarea fracțiilor.
P ROPOZIȚIE 3.45. Fie E un modul peste un inel noetherian A și S 

un sistem multiplicativ închis din A. Atunci
ASSS- M (S~'E) = {S ~ 'P  : P e  Ass..! (E) , P H S = ®} .

DEMONSTRAȚIE. Pentru P e Ass,i (E) disjunct de S  există x e E, 
x ^  0, astfel încât P  = Ann.4 x. Cum S~ l P  rămâne ideal prim în inelul 
de fracții și S~ 1P  = Arin^-i^ (x /l), avem S~ l P e  Asss-1.4 (S~ l E).

Reciproc, He P e Spec A astfel ca P  să fie disjunct de S  și S~ XP 6 
e Asss-iA (S~XE). Să presupunem S~ }P = Anns -iA (x /t) pentru x 
în E și t e S. Fie a 17 ..., an un sistem de generatori ai lui P. Din
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relațiile a,/} • x /t  = (). / = 1, 2.......n. rezultă că există s t 6 S  astfel 
încât a ^ x  = 0. Atunci s := jps'2 • • ■ sn 6 S și P C Ann.4 (.s.r). Pentru 
b G Ann.4 (sx) arbitrar, clin bsx/t = O rezultă bs/\ G Ann.s -i 4 {x/t) = 
= S~ }P. Cum s nu aparține lui P. se deduce b G P. Avem, așadar, 
P  = Ann.4 (•s-r ) C Ass.4 (E)..................................................................... □

Există o strânsă legătură între asasinul și suportul unui modul.
PROPOZIȚIE 3.46. Dacă E este modul peste un inel noetherian A, 

atunci SuppE = U{ V(P) : P  G Ass (E) }. în particular, Ass (E) C 
C SuppE și cele două mulțimi au aceleași elemente minimale. Așadar, 
M inE C A ss(E ).

DEMONSTRAȚIE. Fie P G ASS (E) și Q G V(P), adică Q este un 
ideal prim din A și Q D P. Din relația P n (4 \Q )  = 0 și din propoziția 
precedentă rezultă P A Q G ASS/1Q {E Q ). Lema 3.40 implică E Q este 
modul nenul, ceea ce înseamnă că idealul prim Q aparține suportului 
lui E.

Fie acum Q G Supp {E). Cum E Q este modul nenul peste inelul 
noetherian A Q , din lema 3.40 se deduce A SSA Q ( E Q ) FI 0. Din propoziția 
precedentă rezultă existența unui ideal prim P asociat lui E  disjunct 
de A \  Q, ceea ce înseamnă Q G V(P). □

P ROPOZIȚIE 3.47. Fie E un modul nenul și finit generat peste un 
inel noetherian A. Atunci există un lanț de submodule

E = Eo D E { D E2 D ■ ■ ■ D En = 0

astfel încât E J  Ei+i ~  A/P, cu Pi G Spec A pentru i = 0, 1, .. ., n — 1. 
In plus Ass {E) C { Po , P i , , Pn _i } C Supp E, iar cele trei mulțimi 
au aceleași elemente minimale, care coincid cu elementele minimale 
din V(Ann,4 {E)).

DEMONSTRAȚIE. Conform lernei 3.40, E  conține un subrnodul izo- 
rnorf cu A /P , unde P este un ideal prim asociat lui E. Aceasta 
înseamnă că mulțimea £ a subrnodulelor nenule ale lui E  care îndeplinesc 
concluzia propoziției este nevidă. Cum E  este modul noetherian, mulți­
mea £ are un element F maximal față de incluziune.

Dacă F fi E. atunci E /F  conține un subrnodul de forma A /P, cu 
P  G Spec A. Preimaginea sa F' în F  prin morfismul canonic de la E 
la E /F  este un element din £  care conține strict F, ceea ce contrazice 
maximalitatea lui F. S-a obținut E e £.

Prin aplicarea repetată a propoziției 3.43 se găsește că Ass {E) este 
conținut în mulțimea { Po , P 1 ; .. ., Pn -i }. Pentru orice 1. 0 < i < n,
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avem

Pi G Supp4 (A /P t ) = Supp4 (E i/E i+ i) C Supp4 (F) = V(Ann4  (F)) .

Ultima afirmație rezultă din faptul că Ass (E) și Supp E  au aceleași 
elemente minimale. □

EXERCIȚII.
1. Fie A un inel și a G A. Să se arate că a este nilpotcnt dacă și 

numai dacă este divizor al lui zero pe orice A-modul.
2. Să se decidă dacă următoarele proprietăți sunt sau nu echivalente 

pentru orice modul E  de tip finit peste un inel noetherian A:
(i) E  este modul de lungime finită,

(ii) Ass E  = Supp E.
3. Fie A inel noetherian, E  un A-modul, F  submodul și P  un 

divizor prim al lui F  în E. Să se arate că dacă P nu conține Ann^țF), 
atunci P  este asociat lui E.

4. Fie E  modul finit generat peste un inel noetherian A. Să se 
arate că pentru orice A-modul F  avem

Ass^Hom ^țE, F)) = Ass^fF) D Supp^țE) .

5. Fie E  modul finit generat peste un inel noetherian A. Dacă un 
ideal I  constă numai din divizori ai lui zero pe E, atunci există x € E, 
x ^  0, astfel ca 7 C Ann x.

6. Dacă un ideal al unui inel noetherian conține un element regulat, 
acel ideal este generat de elementele regulate pe care le conține. Este 
această proprietatea îndeplinită în orice inel?

3.4. Submodule primare. In restul secțiunii .4 va fi un inel noe­
therian.

DEFINIȚIE 3.48. Fie E  un .4-modul și F un submodul. Se spune 
că F este submodul primar al lui E  dacă A ss^ E /F )  constă dintr-un 
singur element. Dacă Ass,4 (F /F ) = { F  }, se spune că F este F-primar.

Următorul rezultat dă o caracterizare a submodulelor primare.
PRO POZIȚIE 3.49. Fie .4 un inel noetherian, E un modul finit ge­

nerat și F un submodul. Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) F este submodul primar al lui E,

(ii) orice divizor al lui zero pe E /F  este nilpotent,
(iii) dacă a € A și x € E  sunt astfel încât ax G F, rezultă că 

a G R adf(F) sau x G F.
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D EMONSTRAȚIE. Este evidentă echivalența condițiilor (ii) și (iii). 
Dacă F este P-primar, atunci Z(E/F) = P  și Rad^țAiiȚițE/F)) = P. 
Astfel se obține că (i) implică (ii).

Să presupunem că afirmația (ii) este îndeplinită. De aici și din 
propozițiile 3.11 și 3.42 rezultă
U{P : P e Ass (E /F )) = Z(E/F) = ^ (E /F )  = n{P  : P e  Ass (E /F )} 
Egalitatea termenilor extremi în acest șir de egalități poate avea loc 
doar dacă Ass (E /F ) constă dintr-un singur element. Conform definiției, 
aceasta înseamnă că F  este submodul primar al lui E. □

LEMA 3.50. Intersecția unei familii finite de submodule P-primare 
ale lui E  este un submodul P-primar.

D EMONSTRAȚIE. Este suficient să stabilim această proprietate pen­
tru două submodule P-primare, să spunem F  și G. Considerăm șirul 
exact de A-module

0 — > F /(F  O G) — > E /(F  O G) — > E /F  — > 0
în care F /(F  O G) ^  (F + G)/G. Concluzia dorită rezultă din faptul 
că Ass (E /(F  O G)) este o submulțime nevidă a mulțimii

Ass (F /(F  n G)) U Ass (E /F ) C Ass (E /F ) U Ass (E/G) = { P }  ■
□

D EFINIȚIE 3.51. Un submodul F G E se numește ireductibil în E 
dacă satisface condiția: pentru orice submodule Ei, E2 ale lui E  astfel 
încât F = Ei C\ Ez, avem F = Ei sau F = E2 .

Este evident că F este ireductibil în E  dacă și numai dacă submo- 
dulul nul este ireductibil în E /F .

LEMA 3.52. Dacă F este un submodul ireductibil în E, atunci F 
este submodul primar al lui E.

DEMONSTRAȚIE. Dacă Ass (E /F ) ar conține două ideale prime 
distincte Pi și P2 , atunci E /F  ar conține submodule Ui ~  A/Pi și 
U2 ~  A /P 2 . Observăm că UI RU2 = 0 întrucât orice element nenul al lui 
Ut are anulatorul Pi. Curn submodulul nul al lui E /F  este ireductibil, 
rezultă Ui = 0 sau U2 = 0, ceea ce este imposibil. Așadar, Ass (E /F ) 
constă dintr-un singur ideal prim. □

EXEMPLE. 1. Orice ideal prim P  al unui inel noetherian este ideal 
P-primar (conform lemei 3.38).

2. Dacă F  este un submodul al lui E  cu M  := Rad^țF) ideal 
maximal, atunci F  este submodul A/-primar al lui E. In particular, 
orice putere a unui ideal maximal este ideal primar. De asemenea, dacă
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în /I există un singur ideal prim, atunci oriei* submodul propriu al unui 
A-modul arbitrar este primar.

Intr-adevăr, să considerăm a € /I și x 6 E  astfel încât ax G F. Dacă 
a fa Rad^țF) = Af G Max A, atunci M + a.4 = .4. Prin urmare există 
b 6 M  și c G A astfel ca 1 = 6 + ac. Fie n G N pentru care bn x G F. 
Ridicând la puterea n relația 1 = b + ac, se obține 1 = 6" + ad, unde 
d € A. înmulțind această relație cu x, rezultă x = bn x + d(ax) G F.

3. Intr-un inel principal, idealele primare sunt 0 și idealele generate 
de puteri de elemente prime.

Dacă p este un element prim în inelul principal 4  și n €  N’, atunci 
pn A este ideal primar întrucât Rad^țpM) = pA și din ab G pn A cu 
a, b E A rezultă a G pA sau b E pn A pentru că ,4 este inel facto- 
rial. Reciproc, fie aA un ideal nenul și a = p f  • • -p^ descompunerea 
în factori primi distincți a generatorului său. Dacă i > 1, relațiile 
P?(P22 ■■'P't} £ %  P? & R a d in ă )  = pip2 ■PtA și p% ■■■pe

t ‘ fa aA 
arată că aA nu este ideal primar.

4. Nu orice ideal primar este putere de ideal prim.
Fie K  un corp, ,4 := K[X, F] și /  := (X 2 , Y )A  < A. Avem

R ad ^f) = R ad^X M  + YA) = R ad ^R ad ^X M ) + Rad^VA)) = 
= R ad^X A  + YA) = (X, Y)A =: M  Q Max A ,

deci I  este Af-primar. Cum Y  £ I  \  M 2 , X  G M \ I ,  există incluziuni 
stricte M 2 C I G M.

5. O putere a unui ideal prim nu este neapărat ideal primar.
Fie K  un corp, A := K[X, Y, Z ]/(X Y  -  Z 2) = K[x, y, z] și idealul 

P := (x,z)A. Deoarece A /P  ~  K[Y], avem P  G Spec A. Relațiile 
xy = z2 6 P 2 . x fa P 2 și y fa Rad4 (P 2) = P arată că P 2 nu este ideal 
primar. Să dovedim x fa P 2 . In caz contrar am avea

X G (X2 , X Z, Z 2 . X Y - Z 2 )K[X. Y. Z] = (X2 . X Z , AD, Z 2)A'[X, D, Z] .

adică ar exista polinoame fa. fa, fa, fa G k'[X ,Y .Z] astfel încât 
A" = X 2fa + X Y fa  + faX Z  + faZ2 . înlocuind în această relație }' 
și Z  cu 0, se obține X' = X'2fa(X .0.0), egalitate ce nu poate avea 
loc (considerați gradele polinoamelor din cei doi membri). Analog se 
justifică relația y fa P.

In continuare studiem comportarea submodulelor primare la ope­
rațiile uzuale din algebra comutativă.

LEMA 3.53. Fie F un submodul P-primar în E. Pentru orice ideal 
I  din A astfel încât (F : 1)^ fa E, submodulul (F : 1)^ este P-primar 
în E.
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DEMONSTRAȚIE. Fie x e E  și b e .4\Rad£ ((F : I ) E ) astfel ca 
bx G (F : I ) E . Atunci abx € F  pentru orice a € I  și cum R ad ^F ) C 
C Rad/; ((F : I ) E ), rezultă ax G F, adică z G (F : I ) E . O

LEMA 3.54. Fie E un modul de tip finit și F un submodul P-primar 
al Im E. Atunci [F : E)^ este ideal P-primar.

D EMONSTRAȚIE. Cum Rad4((F : E )A) C R ad ^F ) = { F } , avem 
Rad,i((F : E)A ) = P. Fie a, b E A astfel încât ab € (F ■. E}A - Dacă 
a $. P, atunci abx 6 F  pentru orice x E E  și, întrucât F  este F-primar, 
rezultă bx G F. Conchidem b 6 (F : E )A - □

P ROPOZIȚIE 3.55. Fie g : E  — > E" un morfism surjectiv de 
A-module. Un submodul F al lui E  care conține nucleul lui g este 
submodul P-primar al lui E dacă și numai dacă F" := g(F) este sub­
modul P-primar în E".

DEMONSTRAȚIE. Se observă că Rad^(F) = Rad£»(F"). Apoi se 
stabilește că pentru orice a E A și x e E, apartenența ax E F  este 
echivalentă cu ag{x) G F", iar z G F  dacă și numai dacă g(x) G F". □

P ROPOZIȚIE 3.56. Fie S un sistem multiplicativ închis în inelul A 
și v : E — > S~ l E morfismul canonic.

a) Dacă F este submodul P-primar în E și P O S = 0, atunci S~ l F 
este submodul S~ l P-primar al lui S~ l E, iar v~{ (S~ } F) = F.

b) Dacă F este submodul P-primar în E și P H S ^  0, atunci 
S - 'F  = S~ l E.

c) Dacă F 1 este submodul primar al S~ x A-modulului S~ l E, atunci 
v~ l (F') este submodul primar al A-modulului E.

DEMONSTRAȚIE, a) Prima afirmație rezultă din comportarea asa­
sinului la localizare. Pentru ultima parte, reamintim că

i r x{S~xF) = {x  e E  : există s ^ S  astfel încât sx E F }

și că P este mulțimea divizorilor lui zero pe E /F .
b) Fie ,s G S O P. Pentru orice x E E există n G N astfel încât 

snx  G F, deci sn v(x) G v{F), încât v(x) G S~ l F.
c) Notăm F := v~x(F') și u : A — > S - 1 .4 morfismul canonic. 

Deoarece F' este modul primar, R ads-i^țF ') este un ideal prim în 
S~ XA. Din ipoteza că elementele lui S  sunt nondivizori ai lui zero 
pe E /F  și din propoziția 3.19 rezultă Rads-if^F') = S ^R ad ^ țF ) și 
«■ '(R ads-i^țF ')) = Rade(F). Fie a G Ă\Rade(F) și x E E  astfel 
încât ax G F. Atunci u(a)v(x) G F 1 și u(a) ^Rad5 - i£ (F'), deci v{x} 
aparține lui F'. Prin urmare x G v~ l (F') = F. □
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DEFIN IȚIE 3.57. Un submodul F al lui E  arc o descompunere pri­
mară dacă există submodulele primare Fi, ..., Fn (n > 1) ale lui E 
astfel încât F  = Fi O . . .  O Fn . O astfel de descompunere primară este 
numită redusă dacă următoarele condiții sunt îndeplinite:

a) Dacă F, este Pj-primar, atunci Pi ^  Pj pentru 1 < i < j  < n.
b) F{ Fj '■ j  i}  £  Fi pentru z = 1, ..., n.

Submodulele Fi ce apar într-o descompunere primară redusă a lui F  se 
numesc componentele primare ale lui F.

Cum inelul A este presupus noetherian, din orice descompunere pri­
mară a lui F  se obține o descompunere primară redusă astfel: înlocuind 
toate submodulele primare Fi care au același radical prin intersecția lor 
se asigură satisfacerea condiției a) (cf. Ierna 3.50), iar pentru a obține 
b) se omit modulele superflue (care conțin intersecția celorlalte).

Existența descompunerilor primare este asigurată în condiții destul 
de generale:

T EOREMA 3.58. Orice submodul al unui modul E de tip finit peste 
un inel noetherian A are o descompunere primară.

DEMONSTRAȚIE. Conform lemei 3.52, este suficient să arătăm că 
F  este intersecția unei familii finite de submodule ireductibile în E. In 
caz contrar, din condiția maximală pe modulul noetherian E  rezultă că 
există un submodul F, maximal cu proprietatea că nu este intersecția 
unui număr finit de submodule ireductibile. în particular, acest F  nu 
este ireductibil, deci coincide cu intersecția a două submodule Fi și F2 
ale lui E  care conțin strict F. Din alegerea lui F  rezultă că fiecare Fi 
este intersecția unei familii finite de submodule ireductibile. Aceeași 
proprietate o are și Pi O P2 =  F, contradicție. □

Folosind un alt raționament, se poate arăta că rezultatul se menține 
pentru module noetheriene peste inele arbitrare.

După ce am tranșat chestiunea existenței unei descompuneri pri­
mare, se pune problema unicității sale.

TEOREM A 3.59. Fie .4 inel noetherian, E  un A-modul și F C E un 
submodul ce admite o descompunere primară redusă, F = Ft D ■ ■ ■ CI Fri. 
n > 1. cu F, submodul Pi-primar în E. Atunci:

«) Ass (E /F ) = {P 1, . . . ,P n }.
b) Dacă Pi (1 < i < n) este minimal în Ass (E /F ), S  = A \  P, și 

v : E — > S~ XE este morfismul canonic, atunci Fi = v~1(v(Fi)). 
Așadar, componenta primară a lui F corespunzătoare unui prim asociat 
minimal este unic determinată de E și F.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



3 DESCOMPUNERE PRIMARĂ ÎN MODULE NOETHERIENE 35

DEMONSTRAȚIE, R) Notăm Q, := n{Fj : j  ^  i}  pentru i = 1, 
. . . .n .  Atunci F = F ^ Q , și F Qt . Din QQF ~  (Q, + F,)/F l C E / p 
rezultă

0 /  A s s ^ /F )  C A ss(F /F) = { P }  , 
ceea ce împreună cu A s s ^ / f )  C Ass(E/F) implică { P \,.. .. Pn } C 
C A ^ { E IF \  '

Pentru a demonstra incluziunea reciprocă folosim un raționament 
prin inducție după n. Cazul n = 1 nu necesită justificare. Fie n > 1 
și presupunem că egalitatea a) este valabilă pentru toate submodulele 
lui E cu cel mult n — 1 componente primare. Cum Qi are o ast­
fel de descompunere primară redusă, din ipoteza de inducție rezultă 
Ass(E/Qi) = { Pj : 1 < j  ^  i < n } . Izomorfismul existent între E/Qi 
și (E /F )/(Q i/F ) implică

A ss(£/F) C Ass(F/Q,) U A ss ț^ /F )  = { E , . . . ,  Pn } .

b) Din minimalitatea lui Pt în Ass(F/F) rezultă S  F Pj ^  $ pentru 
j  ^  i. Propoziția 3.56 asigură v(F) = S~ l F  = S~ } Fi = v(Fi) și prin 
urmare F, = r - 1 (w(Fi)) = ^“ '(r țF )) . □

Dacă Fi este o componentă primară a lui F  al cărei radical nu este 
element minimal în Ass(F/F), se spune că Fi este componentă primară 
scufundată a lui F. In general, componentele primare scufundate nu 
sunt unic determinate.

EXEMPLU. In inelul de polinoame K[X, V] peste un corp K  avem 
I  := (A^AA') = (X) Ci (A'2 , F). Cum (X) este ideal prim, iar 
(X2 , F) este primar (având radicalul M  := (X, K) ideal maximal), 
s-a găsit o descompunere primară redusă. Raționând analog, se vede 
că (A2 .A ) j  = (A) n (X 2 , A” + 1') este o altă descompunere primară 
redusă a lui I. Idealul AZ-primar (X2 , A" + Y) nu coincide cu (X 2 ,y ) 
întrucât ultimul ideal nu conține Ar + y .

Ca aplicație a descompunerii primare, prezentăm un rezultat cele­
bru al lui Krull. pentru a cărui demonstrație avem nevoie de următorul 
rezultat:

LEMA 3.60. Fie I un ideal al unui inel noetherian și J  := Qn>1 I n . 
Atunci I ■ J  — J.

D EMONSTRAȚIE. Dacă I = A. nu avem nimic de demonstrat. Fie 
deci I A. Din I - J C I c A  rezultă că idealul I J  are o descompunere 
primară de forma

I  ^ = Q Q Î, QI ideal Fj-primar .
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Pentru acei indici i, 1 < i < r, pentru care I Q Pi se consideră e, € N 
astfel încât Pf' G Qt și se deduce J G I e> G Pf' C Qt . Pentru ceilalți 
indici i există ai G I  \  Pi și cum idealul aiJ este conținut în idealul 
p-prim ar Qt , rezultă J G Q^ Așadar, J G Q ^  Q, = I ■ J. Pe de 
altă parte, întotdeauna produsul unor ideale este conținut în intersecția 
lor. □

T EOREMA 3.61. (Teorema de intersecție a lui Krull) Fie A un inel 
noetherian, I  un ideal și E  un A-modul noetherian. Atunci Qn> 1 I n E 
coincide cu mulțimea elementelor din E  al căror anulator conține un 
element de forma 1 — a, cu a G I . In cazul în care I  este conținut în 
radicalul Jacobson al inelului, avem Qn>1 I n E  = 0.

D EMONSTRAȚIE. Este clar că pentru x G E  și a G I  cu (1 — a)x = 
= 0 avem x = ax — xa2 = xan , pentru orice număr natural n > 1, 
deci x G Qn>1 I n E. Incluziunea reciprocă este consecința rezultatului 
următor. □

P ROPOZIȚIE 3.62. Fie A un inel, E  un modul noetherian și F  un 
submodul. Pentru orice ideal I  din A există un submodul G al lui E 
cu R ad^G ) D I  și G Q F = IF . Dacă în plus A este inel noetherian, 
atunci există un număr întreg n > 1 astfel încât I n E G F G IF .

D EMONSTRAȚIE. Mulțimea C a submodulelor lui E  a căror urmă 
pe F  coincide cu IF  este nevidă (conține IF) și inductiv ordonată cu 
relația de incluziune. Vom arăta că un element maximal G G £  are 
proprietățile cerute. Rămâne să verificăm incluziunea I  G Rad#(G). 
Dacă această relație nu are loc, se găsește a G /\Rad/j(G). Lanțul 
crescător de submodule ale modulului noetherian E

G G (G : Aa)E G (G : Aa2 )E  G ...
este staționar. Fie r un număr natural nenul la care lanțul considerat 
staționează: (G : AaT)E  = (G : Aar + l)E . Este suficient să arătăm că 
are loc egalitatea

G = (G + ar E) n (G : Aar )E . (6)

Intr-adevăr, avem F G (G : I ) E G (G : Aar )E întrucât IF  G G, prin 
urmare F G {G + ar E) G (G : AaT)E G (G + ar E) = G. De aici rezultă 
FG(G+ar E) G GGF = IF . Din IF  G G se obține IF  G Fn(G+a r E), 
încât G + ar E G £. Relația a ^R ad^G ) arată că G este conținut strict 
în G + aTE. S-a contrazis astfel maximalitatea lui G în £.

Trecând la demonstrarea relației (6), notăm că G este conținut 
în fiecare dintre modulele din membrul drept al acestei relații. Dacă 
x = y + ar z, cu y G G, z G F, și dacă x G (G : Aar )E , atunci
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ar x = aT y + a2r z G G. deci z G (G : Aa1' }^ = (G : AfA}^. Prin urinare 
ar z G G* și în consecință x = y + ar z € G. □

EXERCIȚII.
1. Un inel noetherian este redus dacă și numai dacii toate compo­

nentele primare ale idealului nul sunt ideale prime.
2. Fie F  = Q"=1 Fi o descompunere primară redusă a subrnodulului 

F al lui E, S G A un sistem multiplicativ închis și v : E  — > S~ l E 
morfismul canonic. Dacă Fi, ..., Fs , s < n, sunt toate componentele 
primare ale lui F  cu proprietatea Had/pFJriS = 0, atunci v- 1 (w(F)) =

3. Dacă F  = Q"=1 Fi este o descompunere primară redusă a sub- 
modulului F  al lui E  cu Fi submodul p-primar, i = 1, ..., n, atunci 
Ass(Fj/F) = Ass(E/F) \  { p  } pentru orice i, 1 < i < n.

4. Structura inelelor artin iene

Inelele artiniene, apărute ca urmare a unui exercițiu de logică for­
mală—dualizarea relației de incluziune, s-au dovedit a fi în multe cir­
cumstanțe un substitut pentru corpuri. Proprietățile lor intervin deci­
siv în construirea unei teorii a dimensiunii pentru inele comutative. In 
încheierea acestui capitol prezentăm structura inelelor artiniene.

LEMA 4.1. Orice nondivizor al lui zero dintr-un inel artinian este 
inversabil. In particular, un inel artinian care este domeniu de integri­
tate este de fapt corp.

DEMONSTRAȚIE. Pentru un astfel de element a, șirul aA D a2A D 
3  a3A 5  ... este staționar. Dacă «".4 = a"+ 1 .4, atunci an = an + ib 
pentru un anumit b e. A. Cum a este nondivizor al lui zero, se poate 
simplifica cu an în ultima egalitate, rezultând ab = 1 . □

LEMA 4.2. Intr-un inel artinian există doar un număr finit de. ideale 
prime.

DEMONSTRAȚIE. Observăm mai întâi că din lema precedentă și 
din faptul că o imagine omomorfă a unui inel artinian este încă inel 
artinian rezultă că orice ideal prim al unui astfel de inel este maximal. 
Să presupunem că spectrul inelului artinian .4 nu este finit. Atunci 
există o mulțime infinită de ideale prime (PH)n>i. Lanțul descendent 
Pi D Pi G\ P-2 D Pi H P2 A P3 D . . . nu este staționar întrucât orice 
ideal prim este maximal. Contradicția la care s-a ajuns provine din 
presupunerea că Spec A este mulțime infinită. □

LEMA 4.3. Radicalul Jacobson J al unui inel artinian este nilpotenț, 
i.e. există t G N astfel încât .P = 0.
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DEMONSTRAȚIE. Folosind Ierna 4.1, se deduce
J = D { P : P e  Max 4  } = n{  P  : P e  Spec A } , 

adică orice element al radicalului este nilpotent. Cum nu știm că J  este 
finit generat, nu putem conchide că exponenții începând de la care se 
anulează puterile elementelor lui J  sunt majorați de aceeași constantă. 
Din faptul că ă  este inel artinian rezultă că există un număr natural t 
astfel ca P  = P +1 =: I. Vom arăta că I  este idealul nul.

Observăm că I 2 = I. Presupunând J /  0, din I 2 = I  ^  0 rezultă 
că mulțimea C constituită din idealele neconținute în anulatorul lui I 
este nevidă. Fie L un element minimal al lui C. Din IL  ^  0 rezultă 
că există a e L astfel ca a l ^  0. Din alegerea lui L se deduce L = aA. 
Cum aJ G al ^  0 și a U  = a P J  = a l ^  Q, rezultă aJ = aA = L. 
Prin urmare a = ab, cu b e J, și atunci a = ab = an b pentru orice 
n > 1. Dar știm deja că b, ca orice alt element al lui J, este nilpotent. 
Am ajuns astfel la contradicția a = 0. □

P ROPOZIȚIE 4.4. Pentru un modul de tip finit E  peste inelul noe- 
therian A, următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) E  este modul de lungime finită,
(ii) Ass A (E) C Max A,

(iii) Supp^țE) C Max A.

DEMONSTRAȚIE. Conform propoziției 3.47, există o filtrare
0 = P n C E ^  G ... G Et C Eo = E  (7)

ai cărei factori E ^ / E ,  sunt izomorfe cu imagini omomorfe integre A/Pi 
(i = 1 , 2 , ,n) ale inelului A, iar

A ss..^ ) C { P , ^ , . . . , , ^ }  C SupP /1 (F) . (8)
(i) => (ii) Factorii E l_ \/E l (1 < i < n) sunt module de lungime 

finită, deci IpA /P j)  < oo. Prin urmare A/P, este inel artinian. Fiind 
domeniu de integritate, el este corp, deci Pi e Max A (1 < z < n). Din 
relația (8) rezultă că toate primele asociate lui E  sunt ideale maximale.

Condiția (ii) implică (iii) pentru că Ass E  C SuppE și cele două 
mulțimi au aceleași elemente minimale. Presupunând îndeplinită con­
diția (iii), din relația (8) rezultă că factorii filtrării (7) sunt A-module 
simple, deci (7) este un șir de compoziție pentru E. Condiția (z) este 
îndeplinită conform teoremei Jordan-Holder. □

Putem acum caracteriza inelele artiniene comutative:
TEOREMA 4.5. Pentru un inel A, următoarele afirmații sunt echiva­

lente:
(i) A este inel artinian,
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(ii) A este, inel noetherian și oriee ideal prim al lui ^  este maximal,
(iii) A este inel noetherian și orice ideal prim asociat lui A este 

maximal.
Dacă aceste condiții sunt satisfăcute, atunci A este un inel semilocal, 
cu radicalul Jacobson nilpotent.

DEMONSTRAȚIE, (i) => (ii) Singura proprietate a cărei existență 
nu a fost încă dovedită este noetherianitatea. Vom arăta faptul echiva­
lent că un inel artinian are lungimea finită.

Fie I  < /I un ideal minimal cu proprietatea că lA (A /I) < oo. Dacă 
I  este nenul, atunci suportul ă-modulului I  este nevid. Intr-adevăr, 
Supp (I) = U{V(Ann (a\)) : A 6 A}, unde (OAJAGA este o familie 
de generatori ai lui I. Idealul fiind nenul, înseamnă că mulțimea A 
este nevidă. Pentru P  G Supp (I) avem IP ^  0. Arătăm că I P /P I P 
este un spațiu vectorial nenul peste corpul rezidual A P /P A P  ~  A /P 
(aici se folosește maximalitatea idealului P). Presupunând contra­
riul, se găsește I P = P IP = P 2I P = . . .  = 0, pentru că P A P  este 
ideal nilpotent în inelul A P conform lemei 4.3. Contradicția obținută 
provine din presupunerea că IP /P I P  = 0. Cum orice spațiu vecto­
rial nenul este sursa unui morfism a cărui imagine este corpul peste 
care se lucrează, rezultă existența unui morfism surjectiv de A-module 
IP /P I P — > A /P . Prin compunere cu morfismul canonic I  — > Ip  — > 
IP /P I P se obține un morfism surjectiv de A-module v : I  — > A /P . 
Nucleul J :— ker v este un ideal al inelului A conținut strict în I  și care 
are proprietatea că A /J  ~  A /P  este A-modul de lungime finită, ceea 
ce contrazice alegerea lui L

Clar (iii) este consecință a condiției (ii), iar implicația (iii) => (i) 
decurge din propoziția 4.4. □

Se poate arăta că orice inel necomutativ artinian la stânga este 
noetherian la sânga.

LEMA 4.6. Fie .4 un inel artinian cu Max.4 = { M \ , . . . ,M n }, 
J = Mi n  .. .  n  Mn și J k = 0 (k E N). Atunci 0 = M* D . . .  O M* este 
unica descompunere primară redusă a idealului nul din A.

D EMONSTRAȚIE. Evident f ^ i  ^ i  O ^  = 0- Deoarece Mi și Mj 
sunt comaximale pentru 1 < i < j  < n, rezultă că și M / + M* = A. 
Conform lemei chineze a resturilor avem 0 = M* O ...  O M*, relație ce 
este o descompunere primară a idealului nul pentru că Rad(M fc) = M 
pentru orice M  G Max A și un modul este primar dacă radicalul său 
este ideal maximal. Observăm că această descompunere primară este
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40 1. MODULE NOETHERIENE ȘI MODULE ARTJNIENE

redusă întrucât o relație M k D DJ¥ I ^ j  implică 

n  n  .

deci Mj C A/, pentru un indice j  ^  i. Unicitatea rezultă din teo­
rema 3.59 și din faptul că M { , .... Mn  este ideal prim minimal în /I 
conform teoremei 4.5. □

TEOREMA 4.7. Orice inel artinian este izomorf cu produsul direct 
al localizatelor sale în idealele maximale.

D EMONSTRAȚIE. Fie J  radicalul Jacobson al inelului artinian A și 
Mi, ..., Mn idealele maximale, iar A: G N astfel încât J k = 0. Conform 
rezultatului precedent și lemei chineze a resturilor, există un izomorfism 
canonic A ~  n L  Vom arăta că pentru M  G MaxA, morfismul 
de localizare u : A — > A M este surjectiv și are nucleul M k .

Fie p : A — > A /M k surjecția canonică. Deoarece A /M k este inel 
local de ideal maximal M /M k , se obține că p(a) este inversabil pentru 
orice a G A \M .  Din proprietatea de universalitate a inelelor de fracții 
rezultă că există un morfism de inele f  : A M  — > A /M k astfel încât 
p = fu . Evident f  este surjectiv. Rămâne să arătăm injectivitatea 
lui f .  Dacă a/s  G ker f ,  atunci u(a) = « /I G kcr f ,  încât p(a) = 
= f(u(a)) =  0. Prin urmare a G M k și

n zi

a/s  G M k AM = Q  M t A M  = (Q  M k )A M  = 0 .
i=l i=l
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CAPITOLUL 2

Dimensiunea Krull a inelelor noetheriene

Geometrii au avut de multă vreme posibilitatea de a măsura „mări- 
mea“ varietăților algebrice atribuindu-le un număr natural—; dimensi­
unea “. Noțiunea a fost degajată intuitiv din proprietăți ale inelelor 
de polinoame și ale imaginilor ornomorfe ale acestora. Definiția di­
mensiunii dată în 1928 de Krull este mult mai abstractă, de natură 
combinatorică și a marcat un pas esențial în aducerea algebrei la forma 
sa actuală.

1. Extinderi întregi de inele

Noțiunile și rezultatele din această secțiune sunt generalizări ale 
unora obținute anterior în teoria numerelor. Ele servesc ca pregătire 
pentru studiul dimensiunii, dar au de asemenea importanță în alte 
capitole ale algebrei comutative.

Fie B o /l-algebră și I  un ideal în A (cazul /  = A va fi frecvent 
întâlnit în noțiunile și rezultatele următoare).

DEFINIȚIE 1.1. Un element x e B este numit întreg peste I  dacă 
există un polinom /  G A[X] de forma f  = X 11 + an _ \X n ~1 + • ■ ■ + a l X  + 
+a0 , cu n > 0, at e I, (0 < i < n) astfel încât f(x )  = 0. Dacă orice 
clement al lui B  este întreg peste A, se spune că B  este o A-algebră 
întreagă.

P ROPOZIȚIE 1.2. Fie B o A-algebră, I  un ideal în A și x  € B. 
Următoarele afirmații sunt echivalente:

ți) x este întreg peste I ,
(ii) A-subalgebra A[x) a lui B este finit generată și x aparține ide­

alului Rad 4(3-] (ZA [rz;]),
(iii) există o A-subalgebră C a lui B cu x E C, C un A-modul finit 

generat și x € Badc(^C).

D EMONSTRAȚIE. Pentru a arăta că (i) implică (ii), se consideră un 
polinom f  G A[X] ca în definiția 1.1. Cum f  este unitar, orice polinom 
g G A[.Y] poate fi împărțit \a f:  g = fq  + r, cu q, r E A[A'] și gradul 
lui r strict mai mic decât gradul lui f .  Deoarece g(x) = r(x), rezultă
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42 2. DIMENSIUNEA KRULL A INELELOR NOETHERIENE

că 1, x, . . ., i n -1  este un sistem de generatori pentru A-modulul .4[.V]. 
Din f(x )  = 0 se obține xn € IA[x], astfel că x G R ad ^^ ț/d jj]) .

Dacă (ii) este îndeplinită, atunci condiția (iii) este satisfăcută de 
algebra C = A[x]. Să presupunem că afirmația (iii) este îndeplinită. 
Dacă ci, ..., cs este un sistem de generatori pentru d-modulul C, 
relația x G IC  implică xm Ci = a^Cy + ••• + aiscs pentru orice z = 1, ..., 
s, unde alk 6 A pentru k = 1, . . . ,  s. Aceste relații sunt echivalente cu 
sistemul

^ ( 8 lk xm  -  at k )ck = 0 , i = 1, 2 , . . . ,  s , 
t=i

unde 8lk este simbolul lui Kronecker.
Notăm cu A = (bi k ) adjuncta matricei M := (8i k x m  — ai k ) cu 

elemente din inelul A[x]. Prin schimbarea ordinii de sumare se găsește 
că pentru k = 1, ..., s avem

s s s s

S  := ^ C ^ 2 b k l(âi:ixm  -  aij))cj = ^ b k i(Ș2(8 z jx m  -  a ^ c ^  = 0 .
J=1 i=l i=l j=l

Cum N M  = dU, unde d este determinantul matricei M  și U este 
matricea unitate de ordin s, rezultă că suma S coincide cu

s

8kj dej — dck .
j= ^

s
Pe de altă parte, există elemente uk € A astfel ca 1 = ^ ^ c k uk , încât 

k = l s
d = (/^  ck uk = 0. Prin dezvoltarea determinantului după prima sa 

*.=i
linie se găsește o relație de dependență întreagă a lui x peste I . □

COROLAR 1.3. Dacă B este o A-algebră finită, atunci B este întrea­
gă peste .4. în acest caz, x G B este întreg peste un ideal I  < A dacă 
și numai dacă x G Rad/jț/B).

Există o reciprocă parțială pentru acest rezultat:
COROLAR 1.4. O algebră întreagă și de. tip finit este algebră finită.
Mai general, din propoziția 1.2 rezultă:
COROLAR 1.5. Dacă x^, xn G B sunt întregi peste I  <  .4, 

atunci A[x},. . ., x n ] este un A-modul finit generat și x t aparține ide­
alului R ad (/4 [i1, . . .  , r n |), i = 1, ..., n.

O altă consecință a caracterizării elementelor întregi dată în propozi­
ția 1.2 este tranzitivitatea extinderilor întregi:
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1. EXTINDERI ÎNTREGI DE INELE 43

COROLAR 1.6. Dacă B este o A-algebră. întreagă, și ( ' este o 
B-algebră întreagă, atunci C este o A-algebră. întreagă.

DEMONSTRAȚIE. Pentru un element x arbitrar al lui C se consideră 
o relații' de dependență întreagă peste B: xn + b,l_ l xn ~i + • • • + b\x+ 
+b0 = 0, bt G B. Din corolarul precedent rezultă că A[60 , bi, . . . , ^n—i] 
este o /l-algebră finită. Din același motiv A[b0 , ^i, • • •, bn _\, x] este un 
A-modul finit generat. Acum se aplică rezultatul consemnat în coro­
larul 1.3. □

COROLAR 1.7. Mulțimea A'B formată din toate elementele lui B 
întregi peste A este A-subalgebră a lui B. Pentru orice ideal I  < A, 
R ad^^M g) coincide cu mulțimea elementelor din B întregi peste I.

DEMONSTRAȚIE. Pentru x, y G A'B , A-modulul A[x,y] este finit 
generat. Conform condiției {iii) din propoziția 1.2, x + y și xy sunt 
întregi peste A. Am demonstrat, așadar, că mulțimea A'B este închisă 
la sumă și produs. Dacă x E B  este întreg peste I, atunci x  aparține 
idealului R a d ^ ^ /ăg ) conform propoziției 1.2.

Reciproc, pentru x G R ad ^  (ZA'B ) avem x m  G IA \x \ , . . .  ,x n ] pen­
tru anumiți xi, ..., x n G A'B și m G N. Se folosește acum faptul că din 
condiția {iii) din propoziția 1.2 rezultă condiția {i). □

DEFINIȚIE 1.8. Fie A un inel și B o A-algebră. Inelul A'B constând 
din toate elementele lui B întregi peste A se numește închiderea întreagă 
a lui A în B. Se spune că A este întreg închis în B dacă A'B coincide 
cu imaginea lui A în B  prin morfismul structural. Un domeniu întreg 
închis în corpul său de fracții este numit domeniu normal.

In algebra comutativă funcționează cu mult succes tehnica definirii 
unor proprietăți ale morfismelor calchiind proprietăți ale modulelor. 
Una din primele manifestări ale acestei paradigme permite definirea 
morfismelor întregi și întreg închise.

DEFINIȚIE 1.9. Fie B o A-algebră de morfism structural u. Se 
spune că morfismul u este întreg dacă orice element din B este întreg 
peste A. Morfismul u este numit întreg închis dacă închiderea întreagă 
a lui A în B coincide cu imaginea lui u.

COROLAR 1.10. Prin adjuncționarea unei mulțimi arbitrare de ele­
mente întregi peste A se obține o A-algebră întreagă.

D EMONSTRAȚIE. Fie X  mulțimea de elemente întregi ce se adjunc- 
ționează. Dacă X  este finităț concluzia dorită a fost stabilită în coro­
larul 1.5. Dacă mulțimea X  este infinită, se constată ușor că are loc
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44 2. DIMENSIUNEA KRULL A INELELOR NOETHERIENE

egalitatea

A[X] =  U ^ ‘̂ ^  ' ^ P a r t e  finită a lui A' } .

Așadar, pentru x € A[X] există un număr natural n și Ti, . . ., xn E X 
astfel încât x 6 A [xi,. . . ,  xn j. Conform cazului adjuncționării unei 
mulțimi finite, x este întreg peste A. Cum x a fost element arbitrar în 
A-algebra d[X], conchidem că A[X] este A-algebră întreagă. □

De aici rezultă imediat idempotența luării închiderii întregi:
COROLAR 1.11. Pentru orice A-algebră B, A'B este întreg închis în 

B. Echivalent, (A'B yB = A'B .

DEMONSTRAȚIE. Dacă x E B  este întreg peste A'B , atunci A'B [x] 
este A'f i-algebră întreagă. Cum A'B este A-algebră întreagă, din tran­
zitivitatea extinderilor întregi rezultă x întreg peste A. Prin urmare 
x E A'B . Am stabilit, așadar, (A'B yB  C A'B . Incluziunea opusă este 
trivială. □

EXEMPLE. 1. Un domeniu de integritate cu proprietatea că oricare 
două elemente admit un cel mai mare divizor comun este normal. In 
particular, inelele factoriale sunt normale.

Fie K  corpul de fracții al unui domeniu A cu proprietatea indicată. 
Pentru x E K  se consideră o reprezentare x = b/c cu b, c E A coprime 
și c 7̂  0. Dacă x satisface o relație de forma x n + an ~ixn ~l + ■ ■ ■ + 
+air-l-ao = 0, cu n E N, at E A, după înmulțire cu cn se obține relația 
bn + an _\cbn ~x + • • • + aic^^b + aocn = 0 care arată că c divide bn . 
Atunci c divide c.m.m.d.c (c,bn y  care este un element inversabil din 
A. Conchidem că c este inversabil în A, încât x E A.

2. Se demonstrează ușor direct că un element x din Q [\/—T] este 
întreg peste Z dacă și numai dacă x G Z [ / - î ] .  Altfel spus, Z [\/—1] 
este domeniu normal.

3. Fie K C L o extindere de corpuri și x G L. Atunci x este întreg 
peste K  dacă și numai dacă este algebric peste K  (adică este rădăcina 
unui polinom, nu neapărat unitar, cu coeficienți din K).

Putem demonstra acum un rezultat faimos, care stă la baza legăturii 
dintre algebra comutativă și geometria algebrică.

TEOREMA 1.12. (Teorema zerourilor a lui Hilbert (Nullstellensatz). 
forma slabă) Fie K  un corp algebric închis. Atunci orice ideal maximal 
al inelului de polinoame K [X \,. . . , Xn ] are forma (X — . . . ,  X  — an ), 
cu a lr . ... an G X .

DEMONSTRAȚIE. Pentru «i, ..., an elemente arbitrare din K, ide­
alul M := (X  — a^ . . . ,  X  — an ) este maximal întrucât morfismul de
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A'-algebrc .4 := /Y[A'i.. . ., A\J — > K, X l H  ah  i = 1. .... n. este 
surjectiv, de nucleu M. Reciproc, fie 4/ G Max .4. Din teorema 1.13 
rezultă că extinderea K  C A /M  este algebrică. Cum A' este alge­
bric închis, avem K  ~  A /M . Se consideră o, 6 A' corespunzând 
clasei lui Xi modulo M, pentru i = 1, .. ., n. Din X, -  a, G M 
și maximalitatea idealului (.Y — a l t . . ., X  — au ) tragem concluzia că 
M = (X  - a x , . . . , X  - a n ). □

TEOREMA 1.13. Dacă L /K  este o extindere de corpuri și L este o 
K-algebră de tip finit, atunci L /K  este algebrică.

DEMONSTRAȚIE. Vom raționa prin inducție după numărul genera­
torilor x Y, . .. , x n X\ A'-algebrei L. Pentru n = 1 este clar că £ = A'fzJ 
este algebrică, în caz contrar £ ar fi un inel de polinoame, în care nede- 
terrninata nu este inversabilă. Presupunem că n > 2 și că proprietatea 
este adevărată pentru n — 1 elemente, dar este falsă pentru n elemente. 
După o eventuală renumerotare, găsim că x } este transcendent peste 
K. Cum L = K{X I)[X2, ■.. ,x n ], din ipoteza de inducție rezultă că L 
este algebric peste K {x x). Pentru i = 2, ..., n notăm u t G A^zJ coefi­
cientul dominant al unui polinom cu coeficienții din A"[zi] care are ca 
rădăcină x^ Fie u := u?- ■ -un . Observăm că L este A^Zi, ^]-algebră 
întreagă. Fiep un polinom ireductibil din K[xi] care nu divide u. Cum 
1/p satisface o relație de forma

f \ m / \m-l
J + a m-i ypy + • • • + «o = 0 , a, G A [z!, ^], m > 1 , 

după înmulțirea cu pm  și cu o putere convenabilă a lui u se ajunge la 
bm prn + bm _ipm ~l + • • • + bip + us = 0, cu b, G / f ^ ] .  Din unicitatea 
descompunerii în factori primi în inelul de polinoame se trage concluzia 
că p divide u s în A'fzJ, contradicție. □

Fie u : /I — > B  un morfism de inele și S  un sistem multiplicativ 
închis din .4. Se arată ușor că S-M-modulul S~ [B are o structură de 
inel dacă se definește operația de înmulțire internă în mod natural 

b b' bb' , ,
------= —  , b,b' e B y  s. s' G S .
s s' ss'

In plus, S~ l B este izomorf cu inelul de fracții T ~ ] B al lui B în raport 
cu sistemul multiplicativ T  := u(S) al lui B. De asemenea. S l B este 
o S '.d-algebră via morfismul canonic S~ ]u.

Rezultatul următor stabilește comutarea luării fracțiilor cu luarea 
închiderii întregi.

PROPOZIȚIE 1.14. In notațiile precedente avem
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In particular, dacă u este un morfism întreg (resp. întreg închis), 
atunci S ^ u  : S ” '.4 — > S~ } B este morfism întreg (resp. întreg închis).

D EMONSTRAȚIE. Fie x /s  € S~ i (A'B fi c u r e  A'B ș\ s E S. Atunci 
există n € N' și a0 , • ■ ■■ an -i 6 A astfel încât x n + an-ix”- 1 + • ■ • + 
+axx + a0 =  0. Prin înmulțirea acestei relații cu l / s n  în S ’ M-algebra 
S~ l B, se obține o relație de dependență întreagă a lui x /s  peste S~ l A.

Reciproc, se consideră x /s  € țS ^ ^ A ) ^ ^  și o relație de dependență 
întreagă a sa peste S - 1 A

Aceasta înseamnă că există q E S  astfel încât q(txn + san - \ x n 1 + • • ■ + 
+aosn ) = 0, relație ce arată că tqx G A'B . Prin urmare

Dacă u este morfism întreg, atunci A'B = B, deci {S l Afis ^ l g  = 
= S^^^A'g) = S ^ B ,  ceea ce înseamnă că morfismul S ^ u  este întreg. 
In cazul în care u este morfism întreg închis avem A'B  = A, astfel că

= S - 1^ )  = S - 'A

COROLAR 1.15. Fie S un sistem multiplicativ închis al unui dome­
niu normal. Dacă S nu conține 0, atunci S~ } A este domeniu normal.

D EMONSTRAȚIE. Deoarece 0 £ S, avem A C S - 1 A C S~ l K  = K. 
Din propoziția 1.14 rezultă că S - 1 A este întreg închis în corpul său de
fracții K.

LEMA 1.16. Fie A C B o extindere întreagă de inele, J  un ideal în 
B și I := J C\ A. Atunci:

a) A /I  C B/.J este o extindere întreagă.
b) Dacă J conține un nondwizor al lui zero pe B, atunci 1 ^ 0 .

D EMONSTRAȚIE, a) Injectivitatea este asigurată de ipoteza I  = 
= J n  A. Restul rezultă din propoziția 1.14.

b) Dacă x £ J  este un nondivizor al lui zero pe B  și satisface relația 
de dependență întreagă de grad minim x n + an _j.Tn -1  + • ■ ■ + a0 = 0, 
cu n > 0 și a, 6 .4, atunci «Q ^  0, pentru că în caz contrar, după 
împărțirea cu x ^  Z(B), obținem o ecuație de grad mai mic satisfăcută 
de x. Cum a0 E J D A = I, idealul 1 este nenul. □

LEM-A 1.17. Fie A C B o extindere întreagă de domenii de integri­
tate. Atunci .4 este corp dacă și numai dacă B este corp.
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D EMONSTRAȚIE. Presupunem că ă  este corp. Pentru y E B  nenul 
se consideră relația de dependență întreagă de grad minim yn +an - iy n ~i 
+  ■ • • +  tio =  0. a, G -4. Termenul liber a0 este nenul, astfel că avem 
y [ - « o 1( ! / " “ 1 +  ^ - i ? / n - 2  +  • • • +  «1)] =  1.

Reciproc, dacă B  este corp, orice element nenul T G .4 are un 
invers x~ l E B. Dintr-o relație de dependență întreagă pentru x -1  de 
forma x~n + aH_\X~n+1 + • • • + QQ =  0, unde ai 6 A, rezultă x~ l = 
=  —«n - i  — • • • — ao i-n - 1  G A  □

In studiul morfismelor întregi sau întreg închise de inele, un rol 
important joacă următoarele noțiuni.

DEFINIȚIE 1.18. Pentru o extindere de inele 4  C B se consideră 
condițiile:

LO: Pentru orice P  G Spec .4 există Q G Spec B cu Q n A = P.
Se spune că P  este urma lui Q sau Q stă peste P.
GU: Pentru orice Pi, P2 E Spec 4  și Q) G Spec B cu Pi C P2 și

Pi = Qi C\ A există Q? G Spec B astfel încât Q r C Q2 și P2 = Q2 C A
GD: Pentru orice Pi, P2 € Spec 4  și Q2 £ Spec B cu PiC  P2 și

P2 = Q2 C A există Qi G Spec B  astfel încât Qi C Q2 și Pi — Qi P A.
INC: Orice două ideale prime distincte Q i, Q2 ale lui B  ce au aceeași 

urmă pe .4 sunt incomparabile față de incluziune.
Tehnica transferării proprietăților de la inel la morfisme permite 

definirea analoagă a condițiilor LO, GU, GD și INC relativ la un mor- 
fism u : 4  — > B: referirile la intersecția Q n 4 s e  înlocuiesc cu preima- 
ginea u ' ’(Q).

Dacă u* : Spec B  — > Spec 4  este aplicația continuă între spec­
tre indusă de morfismul de algebre u, condiția LO este echivalentă cu 
surjectivitatea lui u*.

D EFINIȚIE 1.19. Fie .4 un inel nenul. Se spune că un lanț de ideale 
prime ale inelului .4

P0 D P  D . . .D  Pn (9)

are lungimea n. Un lanț (9) se numește saturat dacă pentru orice i = 1, 
.... n și Q e Spec A, din P ^i 3  Q 3  P, rezultă Q = Pt sau Q = Pt-i-

înălțimea, resp coînălțimea, unui ideal prim P  este definită a fi 
marginea superioară a lungimilor tuturor lanțurilor (9) cu Po = P, 
resp. Pn = P. Ea se notează ht P, resp. coht P. înălțimea unui ideal 
arbitrar /  < .4 se definește a fi infimumul înălțimilor idealelor prime 
asociate lui. Coînălțimea sau dimensiunea idealului I  se definește prin

coht I  = dim A /I  .
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Marginea superioară a lungimilor tuturor lanțurilor saturate de ide­
ale prime ale lui .4 se numește dimensiunea Krull a inelului .4 și se 
notează dim A  Se definește dimensiunea inelului nul ca fiind —1.

Evident, dim 4=0 dacă și numai dacă Spec .4= Max 4  fi 0. Este 
limpede că dim Z = 1.

Ținând cont de corespondența dintre idealele prime ale unui inel 
și idealele prime ale unui localizat sau ale unei imagini omomorfe, se 
obține

ht F  = dim 4p  , coht F  = dim 4 /F

Evident, dacă P  G Spec 4, atunci ht F  = 0 dacă și numai dacă 
P  G Min 4.

EXEMPLE. 1. Pentru orice număr prim p, morfismul canonic de la 
Z la Zp este întreg, fiind finit, dar nu satisface condiția LO. Explicația 
este simplă: corpul Zp are un singur ideal prim, a cărui preimagine în 
Z este pZ. Orice alt ideal prim din Z nu este în imaginea morfismului 
spectral Spec Zp — > Spec Z.

2. Condiția LO nu este satisfăcută de extinderea Z C Q. Justifi­
carea este aceeași ca și pentru exemplul precedent, dar de această dată 
morfismul nu mai este întreg.

3. Orice extindere de inele 4  C B cu dim 4  = 0 satisface condițiile 
LO, GU și GD, dar nu satisface condiția INC dacă dim B > 1.

TEOREMA 1.20. Fie u : 4  — > B un morfism injectiv și întreg de 
inele. Atunci:

a) u* : Spec B  — > Spec 4  este aplicație surjectivă.
b) Imaginea prin u* a oricărei mulțimi închise din Spec B este 

mulțime închisă în Spec 4.
c) Extinderea A Q B satisface condiția INC.
d) u* induce un izomorfism între Max B și Max 4. Altfel spus, un 

ideal prim Q al lui B este maximal dacă și numai dacă Q n 4  este ideal 
maximal în 4.

DEMONSTRAȚIE, a) Vom arăta mai întâi P B n A  C P pentru orice 
P 6 Spec 4. Fie x G P B  și x n + on - i F -1  -I- • • • + a0 = 0 o relație de 
dependență întreagă satisfăcută de x. Cum x 6 Rad#(FB), înseamnă 
că x este întreg peste P. deci a, G P. Dacă x" G PB  Ci 4, rezultă 
xn G F  și prin urmare x E P.

Relația demonstrată în paragraful precedent se exprimă echivalent 
PB  Ci S = 0, unde S := 4 \  P. Conform lemei lui Krull există un 
ideal prim Q al lui B  astfel încât PB C Q și Q n S = ^: Prin urmare 
F C F 5 n 4 C Q n 4 C F .
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/) ) Fie .1 < B și I = J A .1. Extinderea A /I  C B /J  este întreagă 
conform leniei 1.16 și satisface proprietatea LO în virtutea punctului 
a). Din corespondența existentă între idealele prime ale inelului A /I 
și mulțimea închisă V(/) a lui Spec .4 rezultă că u*{N(J)) =  V(7).

c) Fie Q^, Q2 6 Spec B  cu Q\ Q Q2 și P  = Q\OA = Q2 OA. Atunci 
extinderea A /P  C B/Q i este întreagă, iar Q2 /Q\ este un ideal prim al 
domeniului de integritate B/Q[ a cărui urmă pe A /P  este nulă. Din 
Ierna 1.16b) rezultă Q2 /Q\ = 0, adică Qi = Q2 .

d) Afirmația este o parafrază a rezultatului stabilit în Ierna 1.17, 
aplicată pentru extinderea de domenii A /P  Q B/Q . O altă demonstra­
ție folosește următoarele argumente:

Fie Q G Spec B și P Q O A. Dacă A /P  este corp, cum B /Q 
se obține adjuncționând elemente algebrice la A /P , înseamnă că B/Q 
este corp. Reciproc, dacă B /Q  este corp, idealul nul este singurul său 
ideal prim. Din proprietatea LO se deduce că unicul ideal prim din 
A /P  este idealul nul. □

COROLAR 1.21. Orice extindere întreagă satisface condiția GU.

DEMONSTRAȚIE. Fie Pi, P2 G Spec A, Q} G Spec B  cu Pi C P2 
și Qi f~] A = P\. Aplicăm extinderii întregi A /P } C B /Q i proprietatea 
LO pentru Q\/P\ G Spec (A/Pi). □

TEOREMA 1.22. (Teorema GU a lui Krull-Cohen-Seidenberg) Orice 
extindere întreagă de inele A C B satisface condițiile LO, GU și INC. 
In plus dim A= dim B.

DEMONSTRAȚIE. Prima parte a fost deja stabilită. Ultima afirma­
ție se demonstrează astfel: condiția GU implică dim A < dirn B. Ine­
galitatea contrară este consecința proprietății INC: orice lanț saturat 
de ideale prime din B produce un lanț saturat de ideale prime din 
.4. □

EXEMPLU. Dacă a : .4 — > B  este un morfism întreg neinjectiv, 
atunci nu rezultă că u are proprietatea LO. De pildă, pentru morfismul 
canonic u : Z — > Z/2Z nu există nici un ideal prim în cosursă care să 
stea peste idealul nul din Z.

Având în vedere relațiile ht Q = dim B Q și coht Q = dim B/Q , 
deducem:

COROLAR 1.23. Dacă A Q B este o extindere întreagă de inele și 
Q G Spec B, atunci

ht Q < ht {Q O A) , coht Q = coht {Q n A) .
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COROLAR 1.24. Dacă u : /I — > B este un rnorfism injectiv și 
întreg de inele cu B  inel noetherian, atunci u* : Spec B  — > Spec .4 
este aplicație finită (i.e. pentru orice P G Spec A, există doar un 
număr finit de ideale prime Q din B ce stau peste P).

DEMONSTRAȚIE. Conform proprietății LO, idealul PB  este conți­
nut într-un ideal prim Q din B ce stă peste P. Din condiția INC rezultă 
că idealele prime din B ce stau peste P  sunt exact cele minimale peste 
PB. Dar într-un inel noetherian există doar un număr finit de ideale 
prime minimale. □

In continuare punem în evidență condiții suficiente ca o extindere 
întreagă să aibă proprietatea GD. Pentru demonstrație sunt necesare 
câteva pregătiri.

DEFINIȚIE 1.25. Fie A un domeniu de integritate cu corp de fracții 
K , L o K-algebră și x G A un element întreg peste K  (echivalent, x 
este algebric peste K, adică rădăcina unui polinom nenul din ¥[X], nu 
neapărat unitar). Mulțimea

I { ^  ■= { g ^  K[X] : g(x) = 0}
este nevidă. Se verifică ușor că Ițx) este un ideal nenul din inelul 
principal K[X]. Generatorul unitar al lui I(x) se numește polinomul 
minimal al lui x peste K.

Dacă L este domeniu de integritate, idealul I(x) este prim, pentru 
că din f  = gh, unde g, h e K[X] cu 0 < grad g < grad f  și g(x)h(x) = 0 
rezultă g G I(x) sau h G I{x). In consecință, polinomul minimal al lui 
x este ireductibil în acest caz. In general, însă, un polinom minimal nu 
este neapărat ireductibil.

LEMA 1.26. Fie .4 un domeniu normal de. corp de fracții K , I 
un ideal radical în A și L un corp ce conține. I\ . Dacă x G L este 
întreg peste. I . polinomul său minimal f  peste K  are. forma f  = .Yn + 
+ a n _p¥n - 1  4- • • • + «o cu ai E I, i = 0, . .., n — 1.

DEMONSTRAȚIE. Fie x { = x, x 2 , ..., x.n rădăcinile lui f  într-o 
închidere algebrică K  a lui K . Polinomul f  fiind ireductibil, grupul său 
Galois acționează tranzitiv pe mulțimea rădăcinilor lui f .  Altfel spus, 
există un A'-automorfism al lui K  care duce x  în oricare alt element 
Xi, i = 2, .. ., n. Rezultă că toate rădăcinile x t sunt întregi peste 
I . Coeficienții ai sunt funcții simetrice elementare de rădăcini, deci 
aparțin idealului R a d ^  (/A'K ). Ipoteza A domeniu normal înseamnă 
A'K = A, prin urmare Rad.^ț/d'fc) = Rad^ț/) = I, întrucât I  este 
presupus a fi ideal radical în A. □
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T EOREMA 1.27. (Teorema GD a lui Krull-Cohen-Seidenbeig) Fie 
A Q B o extindere întreagă de inele. Presupunem că A este un domeniu 
normal și că orice element nenul al lui .4 este nondivizor al lui zero în 
B. Atunci extinderea satisface condiția GD.

DEMONSTRAȚIE. Vom demonstra cazul particular B  domeniu. O 
demonstrație completă se găsește de pildă în [1].

Fie Pi, P2 G Spec .4, Q2 € Spec B cu Pi C P2 și Q2 G A = P2 . 
Considerăm sistemele multiplicative Si := A \  Pi, T2 := B \  Q2 și 
S := {st : s G S i,t  G T2 }. Vom arăta P\B  FI S = 0. Din Ierna lui 
Krull va rezulta existența unui ideal prim Qi din B  care conține PiB 
și astfel încât Qi Fl S = 0. Cum T2 C S, vom avea Qi Fl T2 = 0, deci 
Qi C Q2 , iar din Si C S va decurge Qi F) Si = 0 și Qi F) A C P l . Dar 
PiB Q Qi implică Pi Q Qi F A, iar Pi ^  P2 implică Qi ^  Q2 .

Să presupunem că există x G P\B G S. Atunci x este întreg peste 
Pi și conform lemei precedente, polinomul său minimal peste corpul de 
fracții K  al lui A are forma f  = X n + an _ \X n ~x + • ■ • + a0 , cu ^  G Pi, 
i = 0, . . n — 1. Cum x G S, există s G Si și t G T2 astfel ca z = st. 
Polinomul minimal al lui t = x /s  peste K  este

p  +  ț i p - 1 + -.-  + ^  ,
ai cărui coeficienți sunt din A întrucât t este întreg peste A. Așadar, 
elementele bi := ai/sn ~l , i = 0, .. ., n — 1, sunt din A și satisfac relațiile 
biSn ~l G Pi. Cum s nu aparține lui Pi, rezultă F € Pi pentru orice i, 
Q < i < n, ceea ce înseamnă că t este întreg peste P i. Atunci avem 
t 6 Radg(FiB) C Q2 . S-a contrazis alegerea t G S2 = B \  Q2 . □

COROLAR 1.28. în ipotezele teoremei GD. avem ht Q = ht (Q nd) 
pentru orice ideal prim Q al lui B.

DEMONSTRAȚIE. Știm deja că urma are înălțimea cel puțin egală 
cu înălțimea lui Q. Din teoremă rezultă că din orice lanț saturat de 
ideale prime din A ce se termină cu Q n d  putem construi un lanț de 
ideale prime din B ce s<> termină cu Q și de aceeași lungime. □

O frumoasă generalizare a teoremei GD a lui Krull-Cohen-Seidenberg 
a fost obținută de T. Dumitrescu [9].

T EOREMA 1.29. (Dumitrescu) Fie A G B o extindere întreagă de 
inele cu proprietatea că pentru orice x G B, idealul I{x) al lui A[X] 
este principal. Atunci extinderea satisface condiția GD.

EXERCIȚII.
1. Pentru o A-algebră B, I  ideal în A și x G B, următoarele condiții 

sunt echivalente:
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(i) x este întreg peste I,
(ii) există un A[x]-modul fidel (i.e. Ann^^jF = 0) care este 

A-modul finit generat și pentru care xE  C IE.
2. Inelul Z[7^5] este domeniu normal, dar nu orice două elemente 

ale sale admit un cel mai mare divizor comun.
3. Fie (AA)ACA O familie de subinele normale ale unui domeniu de 

integritate. Arătați că DACAAA este domeniu normal.
4. Următoarele condiții sunt echivalente pentru un domeniu de 

integritate A:
(i) A este domeniu normal,

(ii) Ap este domeniu normal pentru orice P  G Spec A,
(iii) A M este domeniu normal pentru orice M  6 Max A.
5. Dacă extinderea A C B  satisface condiția GU, atunci ea satisface 

și condiția LO.
6. Dacă extinderea A Q B satisface condițiile GU și INC, atunci 

dim A — dim B.
1. Fie K  un corp și polinomul f  € K (X i,. . . ,  K n \ ale cărui com­

ponente omogene sunt fo, ..., f m  cu fi polinom nul sau omogen de 
grad i, z = 0, ..., m. Presupunem că f m  ^  0 este produs de poli­
noame ireductibile distincte. Arătați că inelul K[f] este întreg închis 
în K [X i,. . . ,  K n ] și corpul K (f)  este algebric închis în K ( X i , . . . ,  K n ).

8. Fie A C B o extindere întreagă de inele. Dacă B  este inel local 
(resp. semilocal), atunci A este inel local (resp. semilocal).

9. Să se arate că orice inel redus este întreg închis în inelul de 
polinoame într-o nedeterminată peste el.

10. Fie A = Z^. Să se arate că:
a) extinderea Z C A este întreagă, dar nu este finită;
b) P = P 2 pentru orice P G Spec A;
c) singurul ideal prim din A finit generat este idealul nul;
d) A nu este inel noetherian;
e) A nu are elemente prime.

11. Pentru orice A-algebră B. închiderea întreagă a inelului de 
polinoame A[A'], . . . ,  A"n ] în B [X i,. . . ,  X n ] este A'B [X[.. . . , A„].

12. Fie d un întreg liber de pătrate. K  := Q(Ci/) și A := Z'K . Să 
se demonstreze;

a) Dacă d = 2 (mod 4) sau d = 3 (mod 4), atunci A = Z[\fd],
b) Dacă d = 1 (mod 4), atunci A =  Z[(l + \/d)/2].

13. Pentru d ^  1 un întreg liber de pătrate și d = 1 (mod 4),
domeniul Z[\/d] nu este normal.
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14. Fie K  un corp. Orice /<-algebră A conținută în inelul de 
polinoame într-o variabilă K[X] este finit generată și are dimensiunea 
cel mult unu.

15. Pentru orice inel A, extinderea A C djX] satisface condițiile LO 
și GD, dar nu și condiția INC. Pentru dim 4  > 1, nu este satisfăcută 
nici condiția GU.

16. Un morfism de inele u : A — > B  îndeplinește condiția GD dacă 
și numai dacă pentru orice ideal P  € Spec A și orice Q G Min (B /P B ) 
avem u~[ (Q) = P.

17. Fie >1 un domeniu de integritate, a și c elemente ale sale și 
B  := ^ iX j/țX 2 + aX  + c). Să se arate că pentru orice b G B, idealul 
I(b) al lui 4[X] format din toate polinoamele care se anulează în b este 
principal.

18. Pentru A C B o extindere de inele, idealul

/ B/A ■ = {a E A : aB C A }
este numit conductorul lui B în A.

a) Arătați că / B/A este cel mai mare ideal din B  conținut în A.
b) Dacă B  este A-algebră finită și S C A este un sistem multiplicativ 

închis, atunci
fs-'B/S-'A =  S ^ / B/A) ■

19. Fie A un domeniu de integritate a cărui închidere întreagă A 
în corpul de fracții K  este A-algebră finită.

a) Pentru P  G Spec A, Ap este întreg închis în K  dacă și numai 
dacă P  nu conține idealul / Â/A -

b) A este domeniu normal dacă și numai dacă A M este întreg 
închis în K  pentru orice M  G Max A.

2. Lema de normalizare

Multă vreme, algebra comutativă a însemnat studierea inelelor de 
polinoame cu coeficienți întregi sau într-un corp. Nu doar familiaritatea 
cu aceste inele a favorizat această situație, ci și bogăția proprietăților ce 
așteptau să fie puse în evidență. Rezultatul central al acestei secțiuni 
arată că un inel de tip finit peste un corp este modul finit generat 
peste un inel de polinoame cu coeficienți în corpul respectiv. Un ast­
fel de rezultat, pe lângă consecințele ce decurg nemijlocit din el, are 
valoare arhetipală, după acest model fiind ulterior obținute teoreme de 
structură pentru inele locale complete.

D EFINIȚIE 2.1. O algebră A de tip finit peste un corp K  este numită 
K-algebră afină. Dacă în plus A este domeniu de integritate, se spune 
că A este K-domeniu afin.
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LEMA 2.2. Fie f  un element din inelul de polinoame K [X \.. . ., X n ] 
în care nedeterminata X n apare efectiv. Atunci:

a) Există numere naturale nenule r^, ..., rn _\ astfel încât după 
efectuarea substituției Yj = Xt — X^', \ < i < n, f  să aibă forma cX™ + 
FgiX™-1 H------ L gm , cu m £ N*, c £ K , c ^  0 și gi e K [Y i,.. . .K - i] 
pentru 1 < i < m,.

b) Dacă K  este infinit, aceeași formă pentru f  poate fi obținută 
cu o substituție Yi = X, — CiXn , unde Ci, 1 < i < n, sunt elemente 
convenabil alese din K .

D EMONSTRAȚIE. Fie f  = ^  ae i ...enA 1
ei • • ■ X^n , cu ae i_en £ K.

a) După efectuarea unei substituții cu alura indicată, f  devine

^ « (1..,.(rl +  xi')" =
= ^ 2  “£,...€.„ (^n i e i+  + r"~ie"”1+en + polinom de grad mai mic în Xn ) . 
Ideea este de a alege Ti suficient de mari astfel ca exponenții lui X n să 
fie distincți. Se poate pune Ti = t l pentru t cel mai mare dintre indicii 
ei, ..., en pentru care există coeficient aei .en nenul.

In cazul b) considerăm componentele omogene fo, f i, ■ ■., f m  ale lui 
f , cu f j  £ K [X i,. . .  ,X n ] polinom nul sau omogen de grad j ,  0 < j  < 
< m, și f m  fi 0. Prin substituția indicată se găsește

f  = fm^—fA, • • •, —c n-i, 1)^™ + polinom de grad mai mic în X n .
Observăm că f m ( X i , . . . ,  X n _i, 1) este polinom nenul întrucât f m  este 
polinom nenul și omogen în ..., X n . Un raționament prin inducție 
după numărul variabilelor conduce la concluzia că se pot găsi ci, ..., 
cn ~i £ K  astfel încât f m { — C\,. . . ,  —cn - i, 1 )^ 0 - □

T EOREMA 2.3. (Lema de normalizare.) Fie A o algebră afină peste 
un corp K  și I £  .4 mi ideal. Există numere naturale h < d și elemente 
Vi, Ud £ A astfel încât

a) yi> • • •• yd su n t algebric independente peste K,
b) A este K [y \,. . ., yd]-algebră finită,
c) 1 F K[y} , . . . , y d] = țyh + } , . . . , y d ).

DEMONSTRAȚIE. Concluzia anunțată este obținută în mai mulți 
pași.

Pasul 1. Cazul în care A este inel de polinoame /V[A'i,. . . ,  A„] și 
I  este ideal principal, generat de un polinom neconstant f .

In această situație se poate alege d = n, yn = f  și yi, ■ ■ ■, yn -i c a 
în lema 2.2. Din relația

O = f - y n = cX™ + g i X ^  + --- + gm - y n
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cu gi G K[y\.......yn -i] rezultă că X n este întreg peste algebra de 
polinoame X[y\, • • • ,y n]- întrucât A = K[yx , . .. ,yn ][Xn ], am obținut 
condiția b).

Elementele y^, . .., yn sunt algebric independente peste K  pentru 
că în caz contrar K(yi, ■ ■ ■ ,y n ) = K ( X i , . . . ,  X n ) ar avea gradul de 
transcendență peste K  strict mai mic decât n. Rămâne să stabilim 
proprietatea c). Orice element g E I  C\ K[y^,... ,y n ] se scrie g = fu , 
cu u G A. Conform condiției b), u verifică o relație de dependență 
întreagă peste K [yi,. . .  ,yn ]:

us + bius~} + ■ ■ ■ + bs = Q , unde s > 0 și 6; G K[yx, ■ ■. ,y n ] •
De aici se obține imediat egalitatea gs + bxyn gs~l + • • • + bsy^ = 0, 
care conduce la concluzia că yn divide g în inelul K [y i,. . .  ,y n ]. Am 
arătat, așadar, In K [ y i , . . .  ,yn ] C (yn ). Cum incluziunea contrară este 
evidentă, conchidem că proprietatea c) este satisfăcută de /i = n — 1.

Pasul 2. A este inel de polinoame și I  este un ideal, nu neapărat 
principal.

Cazul /  = 0 nu necesită justificare. Putem presupune că I  conține 
un polinom neconstant f .  Vom demonstra prin inducție după numărul 
de variabile n.

Pentru n = 1, A este inel principal și am tranșat acest caz la 
pasul precedent. Fie n > 1 și Î/I , ..., yn aleși ca la Pasul 1. In­
vocând ipoteza de inducție pentru 1 0  A'[i/1 , . . . , y n _1], se găsesc ele­
mente fi, ..., O_] G K[y^,... ,y n -\\ algebric independente peste K 
astfel încât K \y \,. . .  ,y n _f\ este /<[C, . . . ,  O-J-modul finit generat și 
/n Â '[t1, . . . ,  0~i] =  ( t ^ i , . . . ,  O-i) pentru un număr natural h < d -  1 
convenabil. Atunci K[y} , . .. ,yn ] este /<[C,. . . ,  O-i, yn ]-modul de tip 
finit și deci A este K [tx ,..., td_x, f/n]-modul finit generat. De aici se 
deduce că d = n și că tx, . . . , O-i, yn sunt algebric independente peste 
K . Dacă K  este infinit, putem alege ti (i = 1 ,. . . ,  h) combinații liniare 
^  V] (j = 1... ., n — 1) cu coeficienți din K, încât primele h dintre 
elementele t, se exprimă liniar în funcție de X b  .. ., X n .

Orice f  G InK [t^ . . . . .  t„_i, yn ] se poate scrie sub forma f  = g+uyn , 
unde g G IC\K[t{ , . . ., td_x] = (^+i, • • ■ ,0 - i )  și u G K [f i ,. . . , t n - \ ,y n \. 
De aici se deduce că idealul I O K[tx,. . . ,  tn _i, yn ] este generat de th+ x, 
• • bî — 1 ? Un-

P asul 3. Cazul general: A = K [X x,.. .  ,X n \/J , cu J  ideal propriu.
Conform celor stabilite la Pasul 2, există un număr natural 

d < n și o subalgebră K[yx,... ,y n ] a lui K [X x , . . . ,  X n ] astfel încât 
J O K[y} ,. . . ,y n ] = (yd + l, . . . , y n ), z u y x , . .., yd combinații liniare 
de X b  ..., X n dacă K  este infinit. întrucât yx, ..., yd sunt alge­
bric independente peste K, imaginea lui K[yx,. . .  ,y n ] în A poate fi
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identificată cu o algebră de polinoame h'{}\....... l^]. In plus, .4 este
K [y i ,. . . ,y (i]-modul finit generat. Aplicăm Pasul 2 pentru urina ide­
alului considerat L := I  n  K [Y i,. . . ,  Yd]. Se găsește o subalgebră de 
polinoame A 'jti,. . . , t d] C K [Yi,. . . ,  Yd] astfel încât această extindere 
este întreagă, L A K[t} , . . .  , t d] = (t/l+ 1 , . . . ,  td ), unde 0 < h < d și, 
în ipoteza că K  este corp infinit, ti, ..., th sunt combinații liniare de 
Vi, ..., Yd , deci și de imaginile lui A^, ..., X n în A. Concluzia dorită 
rezultă observând că A este K [ti,. . . ,  t^J-algebră finită datorită tranzi­
tivității extinderilor finite. □

DEFINIȚIE 2.4. Pentru o Â"-algebră afină nenulă A, subalgebra sa 
^[yi> ■ ■ • >y<i] e s te  numită normalizare Noether dacă yi, ..., yd sunt 
algebric independente peste /< și 4  este A[y], . . . .  y^-rnodul de tip 
finit.

Există o versiune mai tare a lemei de normalizare, care permite 
tratarea unui lanț finit de ideale dintr-o algebră afină. Enunțul și 
demonstrația se găsesc în [19] sau [2],

Lema de normalizare împreună cu teoremele Krull-Cohen-Seidenberg 
au aplicații diverse.

COROLAR 2.5. Fie A G B o extindere de tip finit de inele, cu 
A domeniu de integritate. Există un element nenul a din A și o 
A-subalgebră C a lui B, izomorfă (ca A-algebră) cu o A-algebră de 
polinoame, astfel încât extinderea Ca C B a este întreagă.

DEMONSTRAȚIE. Fie S  := A \  {0 } și zi, ..., zr un sistem de gene­
ratori ai lui B  ca A-algebră. Atunci S~ XB  este algebră de tip finit peste 
corpul de fracții K  = S ^ A  al lui A. Aplicând lema de normalizare 
pentru idealul nul din S ' l B, se găsesc Xi, ..., xn 6 S~ }B  clemente 
algebric independente peste K  astfel încât extinderea A'[x’i, • .. , r n ] C 
C B să fie întreagă. Imaginea în S~ l B  a fiecărui generator z3 verifică 
o relație de dependență întreagă de forma

(Ț -)"J + E  fkj(xiT  ■ - A ' ^ i ^  = o . unde f k] 6 A'[.ij,.. .,.?„] . 
k<n.

Alegem a un numitor comun pentru JȚ , . .., xn și toți coeficienții din 
polinoamele f kj, obținând relații de forma

aZjJ + £  SkjZ- = 0 , 1 < j  < r  ,
k< Tlj

unde gk3 sunt polinoame în y x := ax^, . . ., yn := axn cu coeficienți în 
A. Prin urmare az\, ..., azr sunt elemente întregi peste inelul <7 := 
:= A[yi,. .. ,y n ]. Cum y^, ..., yn sunt algebric independente peste A,
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rezultă că C este izomorfă cu o .4-algebră de polinoame. In inelul 
Ba = B[^] = A[zi,. . . ,  z,J[^] avem Zj/1 = az^X • 1/a, deci zi/1, ..., 
zr / l  sunt întregi peste Ca . □

COROLAR 2.6. Fie .4 domeniu de integritate, K  corpul său de 
fracții și L /K  o extindere de corpuri. Dacă L este A-algebră de tip 
finit, atunci L este extindere finită a lui K  și există a € A, a ^  0, 
astfel încât K  = .4a .

DEMONSTRAȚIE. Din corolarul precedent decurge existența unor 
elemente .Ti, . . ., xn 6 L și a E A, a ^  0, astfel încât Xi, ..., xn 
sunt algebric independente peste zi, deci și peste K, iar extinderea 
.4 [ri,. . . ,  xn , ]̂ Q L este întreagă. Dar singurele elemente inversabile 
dintr-un inel de polinoame cu coeficienți într-un domeniu C sunt 
elementele inversabile din C. Folosind această observație pentru C : = 
:= A[F], rezultă n = 0 și deci C este corp, conținut în corpul de fracții 
al lui A. Atunci K  = C = Aa . Extinderea K C L fiind întreagă și de 
tip finit, ea este finită conform corolarului 1.5. □

P ROPOZIȚIE 2.7. Dacă K[yi, ■ ■ ■, yd] Q A este o normalizare Noether, 
atunci dim A=d. Dacă în plus A este domeniu de integritate, toate 
lanțurile maximale de ideale prime din A au lungime d.

DEMONSTRAȚIE. Se știe din teorema GU că dim K [yi,. . .  ,yd] = 
= dim A. Deoarece lanțul de ideale prime din K [yi,. . .  ,yd]

O c (?/i) c  (yi,y2) c  . . .  c  (y i,...,yd )

are lungimea d, obținem dim .4 > d. Vom arăta că pentru un lanț 
arbitrar de ideale prime din A

Qo C Qr C . . . C Qm  (10)

avem m < d.
Raționăm prin inducție după d. Notăm Pt := Qi O K [y i,. .. ,yd], 

i = 0, ..., m, și notăm că în lanțul P Q Q P\ Q P2 Q ■ ■ ■ Q Pm nu sunt 
repetiții (din cauza condiției INC, îndeplinită conform teoremei 1.20). 
Pentru d = 0 nu avem nimic de demonstrat. Presupunem că d > 1 
și că aserțiunea a fost stabilită pentru algebrele de polinoame în mai 
puțin de d variabile. Evident putem presupune și că m > 1.

Din Ierna de normalizare decurge existența unei normalizări Noether 
A '[C---dd] C K[y i , . . . , y d] cu Pi Q K [ t i , . . . , t d] = (th + i , . . . ,td) pen­
tru un anumit întreg 0 < li < d. Din teorema 1.20 și din fap­
tul că idealul Pi este nenul rezultă h < d. De aici se deduce că 
K [ t i , . . . , t h] C K [ti,. . .  ,td\/Pi este normalizare Noether căreia i se
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poate aplica ipoteza de inducție, rezultând că lungimea lanțului de 
ideale prime

0 G P 2/P l c . . . c P m /P 1 (11) 
satisface inegalitatea m — 1 < h. Prin urmare m — l < h < d —\, adică 
m < d.

Să presupunem în plus că lanțul de ideale prime (10) este maximal 
dacă A este domeniu de integritate. Vom arăta prin reducere la ab­
surd că lanțul (11) este lanț maximal de ideale prime din K[yx , . . .  ,y d]. 
Presupunem că există un indice i, 0 < i < m, și un ideal prim conținut 
strict în P1+i și care conține strict Pi. Alegem o normalizare Noether 
^ [^ i, - K[y{ , . . . , y d] astfel ca Pi n  K[tr , . . . , t d] = (th + i,. . . , t d) 
pentru un număr natural h < d. Atunci K ^ , . . .  ,th] C K [ti, . . . ,  t^ /P i 
este normalizare Noether. Cum există un ideal prim nenul al inelului 
K [ti,. .. , t d]/Pi conținut strict în Pi+ i/Pi, înseamnă că în K[ti, ■ ■ ■ ,th] 
există un ideal prim nenul conținut strict în Pi+ \/(Pi P K [ti,. . .  ,</[]). 
Rezultă Qo = 0 și Qm  € Max A. Cum Po =  0 și Pm  este ideal maxi­
mal al lui K[y^,. . .  ,y d], din teorema 1.20 se deduce că lanțul (11) este 
saturat și maximal.

Demonstrăm acum m = d prin inducție după d. Cazul inițial 
d = 0 este clar, deci presupunem d > 1. Considerăm o normalizare 
Noether K [ti,. . .  , t d] C K [yi,. . .  ,y d] pentru care P  ̂ CI K[t\, ■ ■ ■ , t d] = 
= (th+ i , . . .  , t d ). Din corolarul 1.28 avem ht (P  n / f ^ , . . . , ^ ] )  = 
= ht Pi = 1, ceea ce implică h = d —1. Atunci (11) este un lanț maxi­
mal de ideale prime din K [t\,. . . ,  td_i] căruia i se poate aplica ipoteza 
de inducție pentru a conchide că are lungimea d —1. De aici rezultă 
m = d. □

Rezultatul tocmai demonstrat arată că algebrele afine au dimensi­
une finită. Vom arăta că există inele noetheriene de dimensiune infinită. 
Cum vom vedea ulterior, există domenii de integritate noetheriene de 
dimensiune finită în care se găsesc lanțuri maximale de ideale prime de 
lungimi diferite.

O construcție simplă ce furnizează exemple de inele noetheriene 
de dimensiune infinită a fost expusă de M. Nagata. Acesta demon­
strează un criteriu de noetherianitate (propoziția 2.9 de mai jos) din 
care rezultă că pentru inelele semilocale, noetherianitatea este o pro­
prietate locală.

LEMA 2.8. Fie A un inel, I  și J două ideale ale lui A. Dacă I A M = 
= J A M pentru orice ideal maximal M al lui A, atunci I  = J .

DEMONSTRAȚIE. Pentru I  Q J, concluzia rezultă din principiul 
local-global aplicat A-modulului J /I .  Pentru a reduce cazul general
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la această situație. s(’ folosește I C I + J  și comutarea localizării cu 
suinele de module. □

P ROPOZIȚIE 2.9. Fie .4 un inel cu următoarele proprietăți:
a.) A M este inel noetherian pentru orice Al 6 Max .4,
b) orice clement nenul al lui A este, conținut doar într-un număr 

finit de ideale maximale.
Atunci A este inel noetherian.

DEMONSTRAȚIE. Vom arăta că orice ideal nenul I  este finit ge­
nerat. Fie A fi, ..., Afi toate idealele maximale ce conțin un element 
nenul a din 1. Evident I  nu este conținut în alte ideale maximale. 
Pentru i = 1, .... s alegem o mulțime finită de elemente din I  ale 
căror imagini în 4 Afj generează l A ^  și notăm U reuniunea lor. Dacă 
J  este idealul generat de mulțimea finită L U { a} , avem J A M — IA M 
pentru M  { ^ i ,  • • •, Xfi } ȘÎ J A M = A M = IA M  pentru celelalte 
ideale maximale. Din Ierna precedentă se obține I  = J. □

EXEMPLU de inel noetherian de dimensiune infinită.
Fie R := K[Xn : n G N] inelul de polinoame de o infinitate 

nurnărabilă de nedeterminate peste un corp K  și (nJ^N un șir strict 
crescător de numere naturale pentru care șirul (n1+i — n ,) ,^  este 
nemărginit. Pentru j  £ N notăm Pj idealul lui R  generat de X, cu 
nj < i < nj + \. întrucât Pj este ideal prim, S  := O jeN ^  \  -̂ J ) E S Ê 
sistem multiplicativ închis. Idealele maximale ale inelului de fracții 
A := S~ } R sunt de forma Afi := P} A, j  G N. Din izomorfismul 
A M, — K{X1l}, X,l} + i , . . . ,  X,l j+ l_\] rezultă că zl îndeplinește condiția 
a) din propoziția precedentă. Un element nenul a al lui A provine 
dintr-un polinom f  din R în care apar efectiv doar un număr finit de 
nedeterminate. Pentru indicii j pentru care nj depășește acest număr 
avem f  ^  Pj, deci a ^  Afi. Conchidem că și condiția b) din ipoteza 
propoziției 2.9 este îndeplinită. In consecință, inelul A este noetherian.

COROLAR 2.10. Fie P C Q ideale prime ale unei algebre afine 
>1. Toate lanțurile maximale de ideale prime de extremități P și Q au 
aceeași lungime dim A /P  — dini A/Q.

DEMONSTRAȚIE. Fi(> P = Po C Pi C ... C Pm  = Q un astfel de 
lanț și 7? := A /P . Lanțul saturat 0 C P \/P  C . .. C Pm /P  din B  poate 
fi prelungit până la un lanț maximal de ideale prime din B. Lungimea 
acestuia este dini B conform propoziției precedente, iar porțiunea sa 
care începe cu Q /P  corespunde unui lanț maximal de ideale prime din 
algebra afină A/Q. Așadar, m = dim A /P  — dini A/Q. □
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COROLAR 2.11. Fie P], Ps idealele prime minimale ale 
Ii -algebrei afine A și L, eorpul rezidual în Pi (i = 1, . . ., s).

a) dim A = max{ trdeg^L; : i = 1 ,2 ,..., s }.
In particular, dim >1= trdeg^L dacă A este domeniu de integritate 

de corp de fracții L.
b) Dacă dim A/Pi = dim A/Pj pentru 1 < i < j  < s, atunci 

dim d  = ht P  + dim A /P  pentru orice P E Spec .4 .

DEMONSTRAȚIE. întrucât orice lanț maximal de ideale prime din A 
începe cu un ideal prim minimal, este suficient să demonstrăm afirmați­
ile pentru domenii de integritate. Pentru A domeniu se consideră o 
normalizare Noether K \yx , ■.. ,yd] Q A. Evident d = dim A coincide 
cu gradul de transcendență al lui L peste K. Relația de la b) rezultă 
din corolarul 2.10. □

C OROLAR 2.12. Dimensiunea unei K-algebre afine coincide cu nu­
mărul maxim de elemente din A care sunt algebric independente peste 
K. Dacă B G A este o altă K-algebră afină, atunci dimB < dim zi.

DEMONSTRAȚIE. Notăm d = dim /I și observăm că din Ierna de 
normalizare rezultă că este suficient să arătăm că dacă zi, . . . ,  zm  E A 
sunt algebric independente peste K, atunci m < d. Dacă P} , ..., Ps 
sunt idealele prime minimale ale lui A, avem

s s

o = (Q Pi) n K[z} , . . . , Zm ] = Q (B n K[Z l Zm ]) 
i=l i=l

întrucât nu există elemente nilpotente nenule în inelul de polinoame 
C := K[z} , . . . ,  zrn\. Din această egalitate și din faptul că C este dome­
niu de integritate se deduce existența unui indice i, 1 < i < s, astfel ca 
P, D C = 0. Prin urmare C C A /P t . Notând cu L corpul de fracții al 
lui A/P,, din corolarul 2.11 se obține

m = trdeg^ C < trdegK L < dim A .

Pentru a demonstra ultima parte a concluziei, observăm că orice cle­
mente din B care sunt algebric independente peste Ii rămân algebric 
independente când sunt considerate ca clemente ale lui .4. □

COROLAR 2.13. Fie .4 și B două K-algebre afine nenule și L /K  o 
extindere de corpuri.

a) dim .4 = dim(L ®K A) , dim(.4 ®K B) = dim .4 + dim B .
b) Dacă .4 este domeniu de integritate, atunci

dim .4 = dim(£ A )/P
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pentru orice ideal prim minimal P al lui L ®K .4. Dacă și B este 
domeniu de integritate, atunci

dim(4 ®K B )/Q  = dim 4 + dimB

pentru orice ideal prim minimal Q al lui A ®K  B.

D EMONSTRAȚIE. Se consideră normalizări Noether K ^ i, ■ ■ ■ ,yd] Q 
C 4  și K [zi,. . . ,  z t] C B . Folosind izomorfismele canonice

L ® K K[yu  . . . , y d] ~  L[yi, . . . , y d] ,

K[y\, ■■■,yd]®K K[zx , .. . , z t ] ~  K[yi, . . . , y d ,Z i,...,z t]  ,
se verifică ușor că L[yx , ...,yd] Q L ® K  A și K[y l t . .. ,y d , zu  . . . ,  z t \ C 
C A ® ^ B  sunt normalizări Noether. Cu aceasta, deducerea formulelor 
de la punctul a) se încheie.

Pentru a demonstra b), notăm cu F  corpul de fracții al lui A și 
folosim diagrama comutativă de inele cu morfisme injective canonice

L ® K  K[yx , . . . ,y d] ------> L ® K A

L ® K K{yx , . . . , y d ) ------> L ® K F

întrucât există o bază pentru F  peste corpul K (y x , . . . ,  yd), rezultă 
că L ®K F  este L ®K K (y x , . . . ,  ^)-modul liber. Prin urmare, orice 
element nenul din L ®R K (y x, . . .  ,y d ) este nondivizor al lui zero în 
L ®K F. Deducem că P Q (L ®^ K[yx , . . . ,  yd]) = 0 pentru că P, fiind 
ideal prim minimal în L ®K A, constă doar din divizori ai lui zero. 
Atunci L[yx , . . .  ,y d] C (L ®K A )/P  este normalizare Noether căreia i 
se aplică propoziția 2.7 pentru a obține prima dintre egalitățile de la 
b). A doua formulă de la b) se demonstrează asemănător cu ajutorul 
diagramei comutative

K[yx , . . .  ,y d]®K  K ^ , . . .  ,z t] — —> A ® K  B

K ( y i , . . . ,y d )® K K ( z i , . . . ,z t ) ------> A ® K  N
unde N  este corpul de fracții al lui B. □

EXERCIȚII.
1. în condițiile și notațiile lemei de normalizare, arătați că pentru 

I ideal prim și K  corp de caracteristică zero există gh un polinom în 
Yh cu coeficienți în K{YhJrX, . . . ,  Yn) astfel încât

Q (A /I) = K(Yh + l , . . . , Y n )[Yh ]/(g t l) .
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2. Fie f[, .... f n polinoame în nedeterminata T  cu coeficienți în- 
tr-un corp K  astfel încât K[T\ este extindere finită a subalgebrei 
.4 := K [ f i , . . . . f n ] și K(T) = I\ ( f i , . . . .  f n ). Arătați că T  este ele­
ment întreg peste .4.

3. Funcția Hilbert-Samuel

Teoria dimensiunii Krull a algebrelor afine este bine pusă Ia punct 
și și-a dovedit utilitatea în algebră și geometria algebrică. Tentația de 
a o extinde la alte clase de inele este puternică. Reușită în contextul 
următor.

O funcție numerică f  : Z — > Z este numită funcție polinomială 
(de grad d) dacă, pentru valori suficient de mari ale argumentului, ia 
aceleași valori ca și un polinom (de grad d) de o nedeterminată cu 
coeficienți raționali.

In acest context este util a accepta convenția ca gradul polinomului 
nul să fie —1. Este clar că există un singur polinom care coincide 
cu o funcție polinomială; acest polinom se numește polinomul asociat 
funcției polinomiale.

Pentru a explicita definiția, fixăm o bază a spațiului vectorial Q[X] 
peste Q. Din motive ce vor transpare curând, este preferabil a considera 
baza formată din polinoamele

X 
k

X ( X - 1 ) - - - ( X - U 1 )
pentru k > 1, I Q I : =

Așadar, pentru o funcție polinomială f  de grad d > —1 există un 
număr natural n0 și c0 , . .., Q  € Q astfel încât

ck I I pentru n > n0
k=0 v  7

ȘÎ Q 7̂  0 dacă d > 0.
Definim operatorul diferență A pe mulțimea funcțiilor numerice 

punând (X f)(n) = /(n  + 1) -  f(n )  pentru orice n 6 N. Arătăm 
că Af  este o funcție polinomială simultan cu f .

LEMA 3.1. O funcție numerică f  : Z — > Z este polinomială dacă 
și numai dacă Af  este funcție polinomială. Operatorul diferență A 
coboară gradul funcțiilor polinomiale nenule cu. 1.

DEMONSTRAȚIE. Dacă
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cu n^ E N convenabil ales, și c0 , Q € Q cu Cd nenul dacă d > 0,
atunci

d-\
(A/)(n) = £ c U i

k=0
pentru n > n^

datorită binecunoscutei identități satisfăcute de coeficienții binomiali
n + 1\ /  n  \ ( n 
k + 1J U  + 1/ \k

Reciproc, dacă există întregii d > — 1, n0 > 0 și numerele raționale 
c0 , ..., c.d astfel încât Cd ^  0 pentru d > 0 și

d /  \
țA f)țn ) = )  c* ( ) oricare ar fi n > n0 ,

k=0 \xk  '/

atunci funcția diferență A / ia pentru n > n0 aceleași valori ca și A^, 
unde g : Z — > Z este funcția polinomială definită prin formula

k=0

n \
k + 1 J

Prin urmare, pentru n > n0 avem f țn  + 1) — f țn )  = gțn + 1) — gțn), 
ceea ce înseamnă f țn  + 1) — gțn + 1) = fțn )  — gțn) =: c. Conchidem că 
f  ia aceleași valori ca și funcția polinomială g + c pentru toate valorile 
argumentului ce depășesc n0 . □

Să notăm A0 /  = f ,  A 1/  = A / și A f/  = A* ^ A /)  pentru f > 2 
întreg.

LEMA 3.2. Pentru f  : Z — > Z funcție numerică și d un număr 
natural, următoarele afirmații sunt echivalente:

ți) există un întreg nenul c astfel încât &d f{n) = c pentru n 3> 0, 
ții.) f  este funcție polinomială de grad d.

DEMONSTRAȚIE. Faptul că ți) este consecință a condiției ții) rezul­
tă imediat din lema precedentă. Implicația reciprocă se demonstrează 
prin inducție după d.

Pasul inițial d = 0 este clar. Presupunem în continuare d > 0 și
A'1 f țn )  = -±d~ l ț f țn  + 1 ) -  fțn )) = F, c ^ O , pentru n > 0 .

Din ipoteza de inducție rezultă existența unui număr natural n0 și a 
unui polinom P E Q[X] de grad d -1  astfel încât fțn+ 1) — fțn )  = Pțn) 
pentru n > n0 . Atunci

71

f țn  + 1) = f ț n 0 ) + ^  P W  pentru n > n0 .
k=na
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64 2. DIMENSIUNEA KRULL A INELELOR NOETHERIENE

Suma din expresia precedentă este o funcție polinomială de grad cu 
unu mai mare decât gradul lui P. □

Următorul rezultat clarifică ce polinoame din Q|.Y] iau valori întregi.
LEMA 3.3. Fie P  6 Q[X] un polinom de grad d. > 0. Următoarele 

afirmații sunt echivalente:
ți) P(n) G Z pentru orice n G N, 

ții} există întregii Co, ■ ■., c  ̂ astfel încât c  ̂ fi 0 și

k=0 x  7

(iii) există întregii e0 , ..., e  ̂ astfel încât e  ̂ fi 0 și

D EMONSTRAȚIE. Echivalența afirmațiilor (ii) și (iii) se obține cu 
ajutorul schimbării de variabilă X  H  - X  — 1, care arată c  ̂ = ( — \) k e^ 
pentru k = Q, 1, . . ., d. Singura implicație ce necesită justificare este 
(i) => (ii). Vom proceda prin inducție după d.

Situația este clară pentru d = 0. Presupunând adevărat rezultatul 
pentru d — 1, din demonstrația lemei 3.1 rezultă că X P  este funcție 
polinomială de grad d — 1 pentru care

X P (n ) = ^ Q + i (  J  ' 
k=0 V  7

Conform ipotezei de inducție, C[, ..., cj sunt toate întregi. Demonstrația 
se încheie observând

d / \
Co = P ( n ) - £ Q  J  • 

k=\ x 7

□
Lăsăm ca un exercițiu util demonstrarea relațiilor Ok = X k P(U) 

pentru fc = 0, 1, ..., d.
Oricărei funcții numerice f  : Z — > Z i se asociază o serie cu 

coeficienți întregi H(t) := 52n e z /(R )C  numită seria, generatoare a 
funcției f .  Reciproc, având o serie H(t) = Ș2n e %antn c u  coeficienți 
întregi, se poate defini o funcție numerică punând f(n ) := an pentru 
toți rz G Z.
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LEMA 3.4. Fie H(t) = ^ a f i 11 o seric. Laurent cu coeficienți întregi 
(i.e. o, = O pentru i <̂i 0) fi d G N*. Următoarele condiții sunt 
echivalente:

(i) există un polinom P G Q[A'] de. grad d — 1 astfel încât

P(n) = an pentru n ^> Q ,

(ii) există un polinom Laurent Q G Z [ t , r ’] astfel încât

H(t) = Q ( t ) / ( l - t ) d și Q ( l ) / O .

DEMONSTRAȚIE. Să presupunem condiția (i) îndeplinită. Funcția 
numerică f  : Z — > Z definită prin formula f(n ) = an , n E Z, verifică 
relația

n

Din Ierna 3.2 rezultă că membrul stâng al acestei relații este un polinom 
Laurent Q G Z fM "1]. Din Q(l) = 0 se obține

0 = 'L n ^ d f ^ - d )  = ^ n ^ d- Xf { n + \ - . d ) - ^ f ( n - d ) )  =
= Ad 1 f(n )  pentru n > 0  ,

ceea ce contrazice Ierna 3.2. Așadar, Q(l) 7̂  0, ceea ce încheie demon­
strația faptului că (ii) este consecință a condiției (i).

Implicația reciprocă se demonstrează asemănător. □

Fie B = ®n >oBn un inel graduat, cu B o inel artinian. Presupunem 
că B  este Bo-algebră de tip finit, generată de elemente de gradul întâi 
bi, ..., br E B\. Unii autori folosesc denumirea de inel graduat standard 
sau algebră omogenă (îndeosebi dacă BQ este corp). Pentru orice 

B-rnodul graduat G = ®n >oGn de tip finit, fiecare componentă Gn este 
modul finit generat peste inelul artinian Bo , deci are lungime finită.

LEMA 3.5. Funcția numerică Hc : N — > N definită prin formula 
Hc,(n) := IB0 (G71) este pohnomială. Pohnomul asociat funcției Hc are 
gradul strict mai niic decât numărul generatorilor B^-algebrei B.

DEFINIȚIE 3.6. In condițiile lemei precedente, funcția polinomială 
Hc, : N — > N definită prin formula H (;(n) := ls0 (Gn ) este numită 
funcția Hilbert a B-modulului G.

DEMONSTRAȚIE. Raționăm prin inducție după r. în cazul r = 0, 
ceea ce înseamnă B = BQ inel artinian, avem Gn = 0 pentru n suficient 
de mare, deci polinomul nul coincide aproape peste tot cu funcția Hc- 
Presupunem acum că ?• > 1 și că lema este valabilă pentru inelele 
graduate generate peste componenta de grad 0, presupusă a fi inel 
artinian, de r  -  1 elemente omogene de gradul întâi .
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Notăm C := B0 [&i,. . . ,  br _i] subinelul lui B generat de ăj, .... bT_x 
și considerăm A : G — > G omotetia lui G definită de bT. Din șirul 
exact de B0-module 0 — > En — > Gn — > Fn — > 0, unde E  := ker A 
și F  := coker A, se obține, folosind aditivitatea funcției lungime,

^ B o ^ G n + l) ~  lB o (G n )  =  lB o (F n + i )  — l,B0 ( E n )  ■

Cum E și F sunt C-module graduate pentru care concluzia lemei este 
valabilă, funcția din membrul drept al acestei relații este funcție poli- 
nornială de grad strict mai mic decât r — 1. In membrul stâng figurează 
funcția diferență pentru funcția Hilbert asociată B-modulului G. Con­
form lemei 3.1 HG este funcție polinomialăde grad < (r—1) + 1 = r. □

Exemple concrete de inele graduate cu proprietățile cerute se obțin 
pornind de la orice inel noetherian A și de la un ideal al său I  al cărui 
radical este intersecție finită de ideale maximale. în aceste condiții A/1 
este inel artinian. Pentru orice A-modul E  cu proprietatea că E /IE 
este A/f-modul de tip finit, funcția

n ^  H S E y l{n) := lA / I (E /I n E) = lA ( E /I n E)

este polinomială și de grad cel mult egal cu numărul minim de genera­
tori ai idealului I.

Intr-adevăr,
&HSE t I (n) = lA / I {In E ( I n + iE) = lA (In E / I n + 1E)

este funcția caracteristică asociată lui B :=gr/(A) := £ n e N ln / I " +1 
și G :=gri(E) := ^ n ^  i n E / I n + lE . Mai trebuie observat că inelul 
graduat B  este generat peste componenta sa omogenă de grad zero 
grj(ă) = A /I  de clasele în gr}(A) = I  / 12 ale unui sistem minimal de 
generatori ai lui I. Inelele graduate au fost considerate pentru prima 
oară de către Krull, în scopul de a putea folosi raționamente uzuale în 
inele de polinoame în care se invocă gradul unui element și se compară 
coeficienți.

D EFIN IȚIE 3.7. In condițiile precizate mai sus, funcția H S E J  se 
numește funcția Hilbert-Samuel asociată lui I  și E. Vom nota cu 
d(E) gradul funcției polinomiale H S E J .

Am evitat să folosim pentru gradul d(E) o notație în care figurează 
idealul /  nu numai pentru a simplifica notația, ci mai ales pentru că 
d{E) depinde de radicalul lui I  și nu de idealul însuși. Pentru a justifica 
această remarcă, să presupunem că J  este un alt ideal al cărui radical 
este Rad,4 (7). Atunci există numerele naturale s și t astfel încât J s C I 
și I 1 C J . Prin urmare, pentru orice n G N avem

lA (E /J n E) < U E / I n lE) și lA (E /I n E) < lA (E /J n ’E) .
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Rezu 11 ă inegalitățile

H S E.J (U) < H SEjțnt) < H Sișjfnst) pentru n G N , 

din care se deduce că funcțiile H SE J  și H SEJ au același grad și același 
coeficient dominant.

In restul secțiunii .4 și I  vor fi un inel, respectiv un ideal, cu pro­
prietățile precizate anterior definiției 3.7.

TEOREMA 3.8. (Lemn Artin-Re.es) Fie A un inel noetherian, I  un 
ideal al său, E  un A-modul finit generat și F un subrnodul al lui E. 
Atunci există s G N astfel încât

I n + sE H F  = I n (I s E O F) pentru orice n 6 N .

DEMONSTRAȚIE. Vom considera inelul graduat

K dA ) : = © / n , 
neN

în care înmulțirea este definită în mod evident, și W/(4)-modulul gra­
duat

1h(E) := ^ I n E .
neN

Deoarece I este A-modul finit generat, 'R.j(A) este A-algebră de tip 
finit, deci inel noetherian. întrucât 'Rj(E) este 7£/(A)-modul de tip 
finit, rezultă că este modul noetherian. Atunci 7£/(A)-submodulul său 
graduat

T F1 1 1 5

unde Fn : = I n E n F ,  este generat de elemente omogene Xi, .. ., x^. Fie 
e, G N astfel încât x, G I c‘Er\F (i = 1,2,. . ., Ar) și s := max{ IȚ  . . . ,6^ }. 
Evident I n Fs C Fn+ s pentru orice n G N, și vom arăta că această in­
cluziune este de fapt egalitate.

Orice x G Fn+ s se scrie sub forma x = b\X\ + - ■ -+bkXk cu bt G R-j(A) 
omogen de grad n + s — et , adică bt G I n + s~e' ți = 1 ,2 ,... ,k). Rezultă 
x G I n Fs . □

LEMA 3.9. Fie 0 — > E — > G — > F  — > 0 un șir exact de 
A-module în care G este de. tip finit. Atunci are loc. relația

HSG J  = H SEJ + H SEJ + FI ,

unde fi este o funcție pohnomială de grad strict mai mic decât gradul 
lui H SE J - '
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DEMONSTRAȚIE. Din șirul exact

0 — > E /( I n G n E )  G /I n G F /I n F  — > 0 

și din aditivitatea lungimii rezultă

lA (G /FG ) = lA {E /(In G n E)) + lA (F /I n F) .

Din Ierna Artin-Rees se cunoaște că există un număr natural s astfel 
ca

I n + sE  C I n+ SG Q E  = I n (E  n  FG) C I n E  pentru orice n e N .

Prin urmare

H SE j(n + s) > HSpGnEj(ri) > H SE J (TI) .

Astfel H SE J și H S ^ G^E J  a u  același termen de grad maxim, încât 
diferența lor fi este fie nulă, fie funcție polinomială de grad strict mai 
mic decât d(E). □

COROLAR 3.10. Fie E un A-modul noetherian și F  := Anns(a), cu 
a E A. Atunci funcția polinomială H SEJ — H S E/UEJ a r e  gradul strict 
mai mic decât cel al funcției H SE J -

DEMONSTRAȚIE. Afirmația rezultă din Ierna anterioară aplicată 
șirurilor exacte

0 — > F — > E —̂-> aE — > 0 și 0 — > aE — > E — > E /aE  — > 0, 

unde a este ornotetia definită de a. □

EXERCIȚII.
1. Fie I  un ideal în A := A'[A'j,. .  ., X r ], r > 1. Definim funcția 

Hilbert afină prin relația

AHj(n) := dim/ ( (A<n / /< n ) , n G N , 

unde A<„ := { /  G A | grad f  < n }  și analog /<n .
a) Arătați că pentru orice număr natural n are loc egalitatea

AH/(n) = H^yp^țzi) ,

unde Ih este imaginea idealului I  prin morfismul de omogenizare

0 : A — > A[F] , fi(f) := y  sra d  7 (* 1  ■ 1, - • •, X  • y 1) .

b) Calculați funcția Hilbert afină pentru cazul particular

I  — (X 3 + y 2 + Z) < K[X, Y, Z] .
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4. Dimensiunea Krull a inelelor semilocale noetheriene

In această secțiune vom folosi implicit următoarele ipoteze și notații: 
A este un inel semilocal noetherian, J  este un ideal conținut în radicalul 
Jacobson al lui >1, iar E  este un A-modul finit generat.

începem prin a consemna o consecință directă a teoremei 1.4.5:
PRO POZIȚIE 4.1. Pentru orice ideal I  al lui A, următoarele afirmații 

sunt echivalente:
(i) A este inel semilocal și există întregul pozitiv t astfel încât 

J l Q I  c j ,
(ii) orice ideal maximal conține I  și orice ideal prim ce conține I 

este maximal,
(iii) I C  J și A /1 este inel artinian.
DEFINIȚIE 4.2. Un ideal I  cu proprietățile din propoziția prece­

dentă se numește ideal de definiție al lui A.
P ROPOZIȚIE 4.3. Pentru un număr natural n, următoarele afirmații 

sunt echivalente:
(i) n este cel mai mic întreg pozitiv cu proprietatea că există 

a\, . . an  C J  astfel ca IA (E /(a\E + ■ ■ • + an E)) < oo,
(ii) n este cel mai mic întreg pozitiv cu proprietatea că există 

ai, an 6 J astfel că orice prim asociat A-modulului 
E /(a iE  + ■ ■ ■ + an E) este maximal,

(iii) n este cel mai mic întreg pozitiv cu proprietatea că există 
a\, ..., an E J astfel că orice prim din suportul A-modulului 
E/(a^E + ■ ■ ■ + an E) este maximal,

(iv) n este cel mai mic întreg pozitiv cu proprietatea că există 
a i, ..., an € J  astfel ca d im ^fE /(at E + ■ ■ ■ + an E)) = 0,

(v) n este cel mai mic întreg pozitiv cu proprietatea că există
<t\, ..., an E J ale căror imagini în B := A/Ann (E) generează 
un ideal de definiție pentru acest inel semilocal,

(vi) n este cel mai mic întreg pozitiv cu proprietatea că există 
a { , ..., an  € J  astfel încât idealul Ann (E) + ( a \ , . . . ,a n )A 
conține o putere a radicalului Jacobson al lui A.

DEFINIȚIE 4.4. Notăm s(E) numărul definit prin proprietățile echi­
valente din rezultatul precedent. O familie de elemente a} , . . .. as^ ) 
din J  se numește sistem de parametri ai lui E  dacă

IA (E / (a^E + • • • + a ^^ E ))  < oo .

D EFINIȚIE 4.5. Un inel noetherian și local (A ,M ,K )  se numește 
regulat dacă M  este generat de un sistem de parametri ai lui A. Un
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sistem de parametri care generează idealul maximal al unui inel local 
regulat se numește sistem regulat de parametri.

LEMA 4.6. Fie b\, .. .. Ig € J și F := E /{b\E  + ■ ■ ■ + bt E). Atunci 
s(F) > S (E) — t. cu egalitate dacă și numai dacă b\, . . ., bt fac parte 
dintr-un sistem de parametri ai lui F.

D EMONSTRAȚIE. Dacă ci, ..., c^p^ este un sistem de parametri ai 
lui F, atunci modulul

F/(c^F + • • • + c^p^F^ ~  E/(b^E + • • • + b^E + c^E + • • • + cs^p^E) 

este de lungime.finită. Prin urmare. t + s(F) > s(E). Dacă inegalitatea 
precedentă devine egalitate, înseamnă că 6i, ..., bt , c ,̂ ..., c^p) este 
un sistem de parametri ai lui E. Reciproc, dacă există bt+ i, ..., bs (E) 
astfel încât lg, ..., bt , bt+ \, ..., b s ^  este sistem de parametri ai lui E, 
atunci

E / {b\E + ■ • ■ + bs(E)E) ~  F/(b t+ iF  + ■ ■ ■ + bs^E)F)

este de lungime finită. Atunci s(F) < s(E) — t. □

Rezultatul următor are o importantă deosebită. Din el rezultă ime­
diat că orice inel semilocal noetherian are dimensiunea finită. Alte 
consecințe ale sale vor fi enunțate după ce îl vom fi demonstrat.

TEOREMA 4.7. (Teorema Krull-Chevalley-Samuel) Pentru A un 
inel semilocal noetherian și E un A-modul finit generat au loc egalitățile 
dim,4 E = d(E) = s(E).

DEMONSTRAȚIE. Pentru a stabili inegalitatea d(E) < s(E), con­
siderăm «i, . .., as(E ) € J  un sistem de parametri ai lui E. Atunci e­
xistă numărul natural t astfel încât J 1 E G a\E+ ■ ■ -Pa^p^E G JE. Se 
folosește definiția 3.7 pentru inelul A/AimțE) și se observă că funcția 
Hilbert-Samuel asociată lui E  și J coincide cu funcția Hilbert-Samuel 
asociată lui E ( Am\[E}E și (./+Ann(E))/Ann(E). Se știe de aseme­
nea că gradul funcției Hilbert-Samuel nu depășește numărul minim de 
generatori ai unui ideal al cărui radical coincide cu radicalul idealului 
în care se calculează funcția Hilbert-Samuel.

Inegalitatea dim.! E < d(E) se justifică prin recurență după gradul 
d(E). Pentru d(E) = 0, valoarea H Spj(n )  este aceeași pentru n su­
ficient de mare, deci l,\{Jn E /J n + lE) = 0 pentru n 3> 0. Aceasta 
înseamnă că J n E = J n + lE  și, conform lemei lui Nakayama, implică 
J n E = 0. Cu alte cuvinte, Ann(E) conține J n și deci dim E = 0. Fie 
d(E) > 0. Următorul pas al demonstrației va fi reducerea la cazul în 
care E  este imagine omomorfă integră a inelului. Se alege PQ un ideal 
prim minimal peste Ann(E) astfel încât dim (A/Po) = dim E. Cum E
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este modul de tip finit peste un inel noetherian, există x 6 E al cărui 
anulator coincide cu Po . Atunci A /P o — Ax =: F. Deoarece dirn E = 
=dim F (conform alegerilor făcute) și d(F} < d(E) (conform lemei 3.9), 
este suficient a justifica relația dim F < d{F). Vorn arăta că lungimea 
oricărui lanț strict ascendent de ideale prime Po C P\ C ■ ■ ■ C Pt este 
cel mult d(F). Afirmația este evident adevărată pentru t = Q. Fie 
t > 1. Atunci există a e P] \  Po . Din

Po C Ann(F/aF) = Po + aA C Pi 

rezultă
dim (F/aF) = dim F — 1 > t — 1 . (13)

Observăm că a este nondivizor al lui zero pe F  (echivalent, omotetia 
definită de a pe F  este injectivă) și folosim corolarul 3.10 pentru a 
conchide

dim (F/aF) < d(F) -  1 . (14)
Se poate invoca ipoteza de inducție pentru a trage concluzia

dim (F/aF) < d(F/aF) . (15)
Din relațiile (13)-(15) rezultă t < d(F), echivalentă cu relația dorită 
dim E < d(E).

Pentru a proba inegalitatea s(E) < dim E, folosim din nou un 
raționament inductiv, de această dată după dimensiunea modulului. 
Pentru dim F  = 0, inelul A/Ann(F) este noetherian și zero-dimensional, 
deci de lungime finită. Prin urmare, s(E) = 0. Fie dim F  > 1 și o 
descompunere primară redusă Rad^ (Ann (F)) = Q t n . . .D  Qs , unde 
Q t sunt ideale prime numerotate astfel încât dim țA/Q j) = dim E 
dacă și numai dacă 1 < j  < r, pentru un anumit întreg r cuprins 
între 1 și s. Cum nici unul dintre idealele Q-j nu este maximal, există 
a 6 J \  (Qi U .. .  U QrY De aici decurge dim F  > dim (F/o.F) + 1. Din 
Ierna precedentă știm s{E) < s(E /aE) + 1, deci ipoteza de inducție 
este îndeplinită de E/aE: sțE /aE) < dim [E/aE). Prin urmare

s{E) < ^(E /aE) + 1 < dim (F/aF) + 1 < dim E .

□
COROLAR 4.8. In condițiile teoremei Krull-Chevalley-Samuel, pen­

tru orice a 6 A are loc inegalitatea dirnF < dim (F/aF) + 1. iar ega­
litatea are loc dacă și numai dacă a nu aparține nici unui ideal prim 
P D Ann (E) cu proprietatea dim [E) = dim (A /P).

COROLAR 4.9. Dimensiunea unui inel semilocal este egală cu numă­
rul minim de elemente din radical care generează un ideal de definiție 
al inelului.
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COROLAR 4.10. Dacă țA ,M ,K ) este un inel local si noetherian. 
dimensiunea lui A nu depășește rangul K-spațiului vectorial M /M 2 :

dim A < pțM ) = edim (.4) ,

cu egal dacă și numai dacă inelul este regulat.

D EMONSTRAȚIE. Din Ierna lui Nakayama rezultă că un sistem de 
elemente a^ ..., aj din M  ale căror clase modulo M 2 formează o bază a 
A'-spațiului vectorial M /M 2 generează pe M. Apoi se aplică rezultatul 
precedent. □

COROLAR 4.11. Fie B un inel noetherian, P un ideal prim al său 
și n € N. Următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) dim(B/>) < n,
ții) există b\, ..., bn E B astfel încât P este un ideal prim minimal 

care conține idealul generat de aceste elemente.

DEMONSTRAȚIE. Dacă ți) este îndeplinită, există bi, . . . ,  bn ț  B 
și s G B \ P  astfel încât b^/s, ..., bn /s  generează în B P un ideal 
P B P -primar. Din corespondența dintre idealele prime ale unui inel și 
cele ale unui localizat al său rezultă condiția ții).

Reciproc, datorită corespondenței amintite, din condiția ții) rezultă 
că ( ^ , . . . ,  bn )Bp este ideal PBp-primar. Se aplică din nou corolarul 4.9.

□

Cazul particular n = 1 al rezultatului precedent este cunoscut sub 
numele de

T EOREMA IDEALULUI PRINCIPAL A LUI K RULL. Un ideal prim al 
unui inel noetherian este de înălțime cel mult unu dacă și numai dacă 
este divizor prim minimal al unui ideal principal.

COROLAR 4.12. Orice ideal prim minimal peste un nondivizor al 
lui zero are înălțimea unu.

DEMONSTRAȚIE. Fie P € Spec A un ideal prim minimal peste 
a £ Z(4) = U{Q : Q G Ass .4}. Din teorema idealului principal 
rezultă ht P < 1. Dacă ht P = 0, atunci P  6 Min .4 C Ass .4. deci 
P  constă numai din divizori ai lui zero. Dar prin ipoteză P conține un 
nondivizor al lui zero, anume a. □

COROLAR 4.13. Intr-un inel noetherian, lanțurile descrescătoare de 
ideale prime sunt staționare.
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D EMONSTRAȚIE. Intr-adevăr, idealul inițial al unui astfel de lanț 
este finit generat. Conform teoremei idealului principal, înălțimea aces­
tui ideal nu depășește cardinalul unui sistem de generatori, deci lanțul 
considerat este staționar. □

COROLAR. 4.14. Pentru un domeniu noetherian B, următoarele afir­
mații sunt echivalente:

{i) B este mei semilocal de dimensiune cel mult 1,
{ii) B f este corp pentru orice element nenul f  din radicalul Jacob- 

son al lui B,
{iii) există un element nenul f  în B astfel ca B f să fie corp.

DEMONSTRAȚIE. Din {i) rezultă că Spec B = { 0} U Max B este o 
mulțime finită. Condiția {ii) este evident îndeplinită dacă B  este corp. 
In caz contrar, pentru f  nenul din radicalul Jacobson, singurul ideal 
prim al lui Bf este idealul nul.

Să presupunem acum că. B f este corp, unde f  ^  0. Atunci f 
aparține tuturor idealelor prime nenule din B. Fie Pi, ..., Pn toate 
idealele prime minimale peste f .  Vom arăta că fiecare dintre ele este 
ideal maximal în B. Dacă există M  6 Max B și b € M \{ P t U .. . UPn ), 
din ipoteza integrității inelului B  și din corolarul 4.12 rezultă că orice 
ideal prim Q minimal peste bB are înălțimea 1. Prin urmare Q este 
minimal peste idealul fB ,  deci ar trebui să coincidă cu unul dintre 
idealele P\, ..., Pn , ceea ce este exclus întrucât b E Q, iar b nu aparține 
mulțimii Pi U .. .  U P„. □

PROPOZIȚIE 4.15. Pentru orice ideal I al unui inel noetherian A 
au loc relațiile

hU  < /fi i / 12 ) < f l {I) < f t { ^  .

DEMONSTRAȚIE. Din lema lui Nakayama se obține p{Ip/Ip) = 
= p{Ip) pentru orice P 6 V{I), iar din teorema idealului principal 
rezultă ht {Ip) < p{Ip). De aici se deduce ht I  < p{I / 12).

Inegalitatea din mijloc este consecință directă a definiției.
Pentru a demonstra inegalitatea din dreapta, considerăm elemente 

«j. . .., an din I  ale căror clase modulo I 2 formează un sistem minimal 
de generatori pentru .4//-modulul I / 12 ■ Notăm B := A /{a x , .. . ,a n )A, 
J  := I/{(i\.......o„)_4 și observăm că J = J 2 . Vom arăta că orice ideal
idempotent este principal.

Fie bi, ..., bs un sistem de generatori ai lui J . Egalitatea J = J 2 
este echivalentă cu bt = ^ =1 Cijbj, i = 1, ..., s, pentru niște elemente 
cl} G A. Acest sistem este echivalent cu £ j = 1 (5;j — c^b j = 0, î = 1, 
..., s, unde 6^ desemnează simbolului lui Kronecker. înmulțind cu
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adjuncta matricei sistemului, se găsește în anulatorul idealului J  un 
element de forma 1 — c, cu e € J. Relațiile e(l -  e) e JAnn J  = 0 și 
(1 — e)bi = 0 , i =  1, s, implică J = eB.

Demonstrația propoziției se încheie observând că din faptul că J 
este principal rezultă că I  este generat de preimaginea generatorului 
lui J  împreună cu a ,, ..., an . □

Vom preciza comportarea dimensiunii Krull la schimbarea inelului, 
în demonstrații vom folosi o construcție prin care un inel se scufundă 
în inelul endomorfismelor unui modul.

Fie A un inel comutativ și E  un A-modul. Operațiile de adunare 
și compunere a morfismelor înzestrează End^ (£7) := H om ^E, E) cu o 
structură de inel necomutativ. Inelul A-endomorlismelor lui E  este 
A-algebră via morfismul de inele 0 : A — > E nd^E ) definit prin 
0(a)(x) := a ■ x pentru a 6 A și x E E. Morfismul Oțd) este omotetia 
lui E  determinată de a. Subinelul Im 0 al inelului A-endomorfismelor 
lui E  este evident izomorf cu A/Ann(E).

P ROPOZIȚIE 4.16. Fie B o algebră peste inelul noetherian A prin 
intermediul unui morfism de inele u : A — > B. Dacă F  este un 
B-modul care este A-modul de tip finit prin restricția scalarilor, atunci 
d im ^F ) = dim^fF).

DEMONSTRAȚIE. Dimensiunea lui F  ca B-modul (resp. A-modul) 
este dată de dimensiunea Krull a inelului B-omotetiilor (resp. 
A-omotetiilor) lui F. Se observă că u induce o injecție canonică și 
finită A := A /A nnA (F) — > B := B /A nn B (Ffi astfel încât B  este 
A-modul de tip finit. Din teorema GU 1.22 rezultă

dim^fF) = dim B  = dim .4 = dim?i(F) .
□

P ROPOZIȚIE 4.17. Fie a : țA ,M ,K ) — > (B ,N ,L ) un morfism 
local între inele locale noetheriene, E un A-modul de tip finit și F un 
B-modul finit generat. Atunci

dimf l (E ®4  F) < dim.i(E) 4- dimfl0 4 A -(F ®..i K) .

In particular, dim B  < dim .4 + dim (B 0 A K).

D EMONSTRAȚIE. Demonstrăm mai întâi cazul particular E = A, 
F = B.

Considerăm Oj, ..., as 6 M  un sistem de parametri ai lui .4. Ide­
alul I  generat în .4 de aceste elemente este AZ-primar, prin urmare 
Radg(/B) = Rada(A/B). Așadar,

dimB (B /1B) = dimB (B /M  B) = dim^fB 0 .| K) ,
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întrucât B /M B  ~  B® .\I\ și dimensiunea unui inel coincide1 cu dimen­
siunea redusului său, obținut prin factorizarea radicalului lui zero.

Pe de altă parte, din Ierna 4.6 se cunoaște relația s{B) < ,s(A) + 
+ s(B /IB ). Folosind teorema Krull-Chevallev-Samuel, se obține

dini B  < dini 4  + dim(E ®;) K) .
Trecem la demonstrarea cazului general. Din A iin^E  0.4 F) D 

D AnnB (F)+ Ann A (E)B  rezultă
d im ^ E  ®4 F) < dim/j B /  [AimB {F) + A n n ^E )# ) . (16)

Conform propoziției precedente
d i m ^ / J F  ®,4 K) = dim /^F® ^ K) , 

iar prin definiție
dim ^E ) = d im ^A /A nn^E )) .

Cum F ®A K  ~  F  ®B (B 0.4 K), iar F și B ®A K  sunt B-module 
finit generate, avem
SuppB (F® 4 E ) = Suppf l (F) n  SuppB (B ®4 K) =

= V(AnnB (F ))nV (A nn B ( B ® 4 O  =
= V(AnnB (F)) A V(A/B) = V(Anne (F) + MB) 
= SuppB (B / (AnnB (F) + M B)) .

Două module finit generate cu același suport au aceeași dimensiune, 
astfel că

dimB (F® 4 K) = dimf l (B/(AnnB (F) + M B)) . (17)
Acum se aplică relația demonstrată în cazul anterior inelelor

Ă := A/Ann4 (E) și B := B /(A nn B (F) + A nn^E)/?) , 
observând că fibra lui B în idealul maximal MA  este tocmai 
B /(A nn B (F) + M B). □

COROLAR 4.18. Dacă pe lângă ipotezele propoziției anterioare pre­
supunem că M B este ideal N-primar, atunci dim B  < dim A. Dacă 
în plus A este domeniu de integritate, iar dim B=  dim A, atunci u 
este morfism injectiv.

DEMONSTRAȚIE. Prima afirmație rezultă din faptul că în aceste 
condiții M B  este ideal de definiție pentru B.

Șirul de inegalități
dirn B  < dim A/ kern < dim A

arată că nucleul morfismului u este inclus într-un ideal priip minimal 
al lui A dacă dim B = dim A. □
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COROLAR 4.19. Dacă u : (.4, M, K) — > (B, N, L) este un morfism 
plat și local între mele locale noetheriene, atunci

dim B = dim A + dim(B ®A K) •

DEMONSTRAȚIE. Fie P  G Spec A și Q G Spec B  un divizor prim al 
lui PB (i.e. Q € ASSB (B /  PB)). Vom arăta QQA = P, ceea ce implică 
faptul că extinderea A C B  are proprietatea LO. Deoarece B /P B  este 
4/P-m odul plat, putem presupune P = 0. Atunci orice element al lui 
Q este divizor al lui zero în B, iar elementele lui A nu sunt divizori ai 
lui zero în B, întrucât B  este A-modul plat. Prin urmare, Q O A = 0.

Demonstrația se termină aplicând rezultatul următor. □

P ROPOZIȚIE 4.20. Fie u : (A, M, K) — > B un morfism de inele 
noetheriene, cu M B  conținut în radicalul Jacobson al lui B. Dacă pen­
tru orice ideal prim nemarimal P al lui A și orice Q G Min B (B /P B ) 
avem Q H A ^  M , atunci

dim B  = dim A + dim(B ®^ K) .

DEMONSTRAȚIE. Se raționează prin inducție după d := dim A. 
Dacă d = 0, atunci A este inel artinian și singurul său ideal prim, M, 
este nilpotent. Prin urmare M B  este ideal nilpotent și deci dim B = 
= dim B /M B .

Fie d > 1 și Q i, ..., Qs idealele prime minimale ale lui B. Ipoteza 
asigură că preimaginile lor u- 1 (Qi), ..., u~1(Qs ) sunt diferite de M. Cu 
Ierna de evitare se găsește a G Af\(Min A (J (u~l (Qi) U .. .  U u~ l (Qs ))). 
Din corolarul 4.8 rezultă

dim (A/aA) = dim A — 1 , dim (B /aB) = dim B -  1 .
Apoi se constată că morfismul indus A := A/aA — > B := B /aB 
îndeplinește aceleași condiții ca și u, deci se poate aplica ipoteza de 
recurență pentru această situație. Rămâne să se observe că B ®A K 
este izomorf cu B 0 ^  I \ . □

Continuăm studierea comportării dimensiunii la operațiile uzuale 
din algebra comutativă.

PROPOZIȚIE 4.21. Fie (A,M, K) un inel local, noetherian, de di­
mensiune d șr a i , . ... at G M . Atunci a j , . . ., at fac parte dintr-un sis­
tem de parametri ai lui A dacă și numai dacă dim(A/(a1 ; . . . .  aJA) = 
= d — t.

DEMONSTRAȚIE. Fie B := A /(a i ,. . . ,  of)A, N  := M /(a x , . . . ,  a^M . 
Să presupunem că ai, ..., at , at + i , . . ., ad este un sistem de parametri 
ai lui A. Atunci clasele lui a(+ 1 , ..., ad în B  generează un ideal 
V-primar, prin urmare d — t > dim B. Fie acum bi, ..., bs un sistem
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de parametri ai lui B, în particular generatori ai unui ideal ^-primar, 
care conține o putere a lui N. Preimaginile lor în ,4 împreună cu ai, 
..., at generează un ideal care conține o putere a lui M, deci este ideal 
jW-primar. Aceasta înseamnă că s + i > dim A.

Reciproc, fiecb  ..., cd_t G M  ale căror clase în B  generează un ideal 
yV-primar. Ca mai sus se ajunge la concluzia că (c1 ; . . . ,  cd_t , ai, • • •, a t)^ 
este ideal Af-primar. Acest ideal fiind generat de d = dim A elemente, 
înseamnă că C], ..., Cd-t, a^, ..., at este un sistem de parametri ai lui 
A. □

COROLAR 4.22. Dacă a € M  este un nondivizor al lui zero în 
inelul local noetherian (A, M, K), atunci dim (A/aA) = dim A — 1. In 
particular, a face parte dintr-un sistem de parametri.

DEMONSTRAȚIE. Pentru orice divizor prim minimal P  al idealului 
aA avem ht F  = 1 conform corolarului 4.12. Alegem P  G Min (A/aA) 
astfel încât dim (A/aA) = dim (A/F). Atunci

dim A -  1 < dim (A/aA) = dim (A/P) < dim A — ht F  = dim A — 1 .

□

Pentru a putea găsi dimensiunea unui inel de polinoame, vom demon­
stra în prealabil câteva rezultate ce prezintă interes în sine. Pen­
tru orice ideal I  < A notăm cu P  := IA[X] extinsul său, iar cu 
I** := I* + XA[X] idealul inelului de polinoame generat de nede­
terminată și de idealul considerat. Se observă că extinsul oricărui 
P G Spec A este ideal prim întrucât A[X]/P* ~  (A/P)[X] și orice inel 
de polinoame cu coeficienți într-un domeniu de integritate este încă inel 
integru. De asemenea, P** este ideal prim deoarece A[X]/P** ~  A /P . 
în plus F ’* n A = F  = F* n A.

LEMA 4.23. Fie A[X] inelul de polinoame într-o nedeterminată 
peste un inel noetherian A. Pentru orice ideal I  < A avem

ht (ZA[Â ]) = ht (7) , ht ((I, X)A[X]) = ht (/) + 1 .

DEMONSTRAȚIE. Cum A[X] este A-modul plat, fiind liber, rezultă 
că morfismul A — > .4[.Yj are proprietățile LO și GD (cf. demonstrația 
corolarului 4.19). De aici rezultă ușor că dacă P  este un divizor prim 
minimal al lui I, atunci P* este un divizor prim minimal al lui I*, iar 
P** este un divizor prim minimal al lui P*. Reciproc, dacă Q este un 
divizor prim minimal al lui P , resp. P*, atunci P := Q O A este un 
divizor prim minimal al lui I și Q = P*, resp. Q = P**. Conchidem 
că este suficient să demonstrăm lema pentru I  = P  ideal prim.
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Pentru orice lanț strict ascendent P  ̂ C Py G .. .  C Pt de ideale 
prime din A, extensiile formează un lanț ascendent PQ G P\ G ... G Pf 
fără repetiții (deoarece P* 0 .4  = P^. De aici decurge relația ht P* > 
>ht P. Evident P* este conținut strict în P**, deci ht P** > ht (F*) + l. 
întrucât X  este nondivizor al lui zero în A[X]p-, din corolarul 4.22 
rezultă ht țP**) = dim .4[A']p.. = dim (A[A']p-/(A')) + 1 = dim Ap + 1 
= ht P + l. Prin urmare ht P* < ht P, ceea ce încheie demonstrația. □

LEMA 4.24. Fie A[X] inelul de polinoame într-o nedeterminată cu 
coeficienți într-un inel comutativ A și P G Spec A. Dacă Qi, Q2, 
Q3 G Spec A[X] au proprietățile (fi Q Q2 Q Qs și Qi P A = Q2 G\ A = 
= Q3G A = P, atunci (fi = Q2 sau Q2 = Qj-

DEMONSTRAȚIE. Idealele prime din A[X] care se contractă la un 
ideal prim P  din A fixat sunt exact acele Q G Spec 41%] care conțin 
P* și au proprietatea că preimaginea idealului Q/P* prin compunerea 
morfismelor canonice

A IP  — > (A/P)[X] ~  A[X]/P-

este idealul nul din A /P .
Dar pentru un domeniu de integritate D de corp de fracții K  există 

o corespondență bijectivă între Spec /<[X] și mulțimea

{Q G Spec D[X] : QO(P\{0}) = 0} = {Q € Spec D[X] : QGD = 0} .
Inelul de polinoame într-o variabilă cu coeficienți într-un corp fiind inel 
principal, rezultă că orice ideal prim nenul din K[X] este maximal. 
Aceasta înseamnă că în A[X] nu există lanțuri de lungime cel puțin 
doi formate din ideale prime cu aceeași urmă pe A. □

TEOREMA 4.25. Fie X  o nedeterminată peste un inel noctherian 
A. Atunci dimA[.Y] = dim .4 + 1.

DEMONSTRAȚIE. Din Ierna 4.23 rezultă dimA[A'] > dim .4 + 1. 
astfel că demonstrația s-a încheiat pentru un inel .4 de dimensiune 
infinită.

Din lema 4.24 se deduce dim A[A'] < 2 dim A + 1, deci inelul de 
polinoame are dimensiunea finită simultan cu inelul de coeficienți. Fie 
n := dim A[A'] și Qo G Q] G ...  G Qn un lanț de ideale prime din 
A^A]. Notăm P, := (fi D A, ? = 0.........11 și j  := max{ i : Pi = Pi+ i }.
Folosind din nou lema 4.24, rezultă (fi = P*. iar lema 4.23 implică 
j  = ht Qj = ht Pj. De aici obținem

dim A > htPj+dim (A /P;) > ht Q,-l-(n—j  —1) = zz —1 = dim A[Ar ] —1 .

□
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COROLAR 1.26. Dacă /I este inel noetherian, atunci
dini -4[A'i, ■ • ■, Xn ] = clim A + n .

In particular, dimensiunea unui inel de polinoame cu coeficienți într-un 
corp coincide cu numărul nedeterminatelor.

încheiem secțiunea cu un exemplu de domeniu noetherian în care 
nu toate lanțurile maximale de ideale prime au aceeași lungime.

EXEMPLU. Fie K  un corp și zl := K[[X]][Y] inelul de polinoame 
în Y cu coeficienți în inelul seriilor formale în X  peste K. Idealele 
M := (X, Y)A  și X  := țX Y  — l)d  sunt maximale în zl și au înălțimea 
ht M = 2, ht N = 1.

Intr-adevăr, izomorfismul evident A /M  ~  K  arată că M  este ideal 
maximal, iar 0 C EA G M  este un lanț saturat de ideale prime. 
Pe de altă parte /<[[/]] este domeniu local de dimensiune unu, iar 
X  generează unicul său ideal maximal. Din corolarul 4.11 rezultă că 
A /N  ~  A'[[Ă]]x este corp, încât X  € Max zl. înălțimea lui X  este 
unu pentru că X E  -  1 este nondivizor al lui zero și se poate aplica 
corolarul 4.12.

EXERCIȚII.
1. Fie P un ideal prim de înălțime n într-un inel noetherian A. 

Atunci există a} , . . . ,  an G A astfel încât :
a) P este ideal prim minimal peste (a j,. . . ,  an )A,
b) orice ideal prim minimal peste (a i ,.. . ,afi)A, 1 < k < n, are 

înălțimea k.
2. Fie X  un corp, A := K {X ,Y ,Z ]/{X Y ,X Z ) = K[x,y,z] și 

P := (y ,z)A .
a) Să se arate că P  este ideal prim.
b) Să se calculeze ht P și dim zl.

3. a) Sa se arate că un ideal prim din Z[A'] este generat fie de un 
număr natural prim, fie de un polinom neconstant și ireductibil, fie de 
p G % număr prim și f  € Z[X] \  Z a cărui imagine în inelul Z/pZ[X] 
este polinom ireductibil.

b) Să se identifice idealele maximale ale inelului h[X] printre ide­
alele prime descrise la punctul a).
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CAPITOLUL 3

M odule Cohen-M acaulay

Lipsită de suportul intuitiv pe care îl află regularitatea în geome­
trie, proprietatea Cohen-Macaulay (ca și platitudinea, de altfel) rămâne 
misterioasă pentru cei ce nu aderă la punctul de vedere strict prag­
matic. Este un fapt constatat în repetate ocazii că proprietatea Cohen- 
Macaulay este extrem de folositoare din punct de vedere tehnic. în 
formularea lui M. Hochster „viața merită a fi trăită într-o lume Cohen- 
Macaulay “. Definiția pe care o adoptăm în această expunere este în 
ultimă instanță o manifestare a principiului extremal: proprietatea 
apare când se realizează egalitatea dintre profunzime și dimensiune. 
D. Mumford consideră „profunzimea [unui inel local A pe o varietate] 
ca o măsură a complexității topologice a singularității în punctul închis 
al lui Spec A: dacă profunzimea este maximă (i.e. egală cu dimensi­
unea lui A), atunci inelul este într-un sens slab nesingular, dar dacă 
profunzimea este mult mai mică decât dimensiunea, singularitatea este 
foarte proastă“.

1. Șiruri regulate

In raționamente geometrice inductive se reduce dimensiunea proble­
mei prin proiectarea configurației pe spații convenabil alese. In algebră 
există o tehnică asemănătoare—trecerea la module factor. Conceptul 
de șir regulat este derivat în această manieră din noțiunea d<> nondivizor 
al lui zero.

Pentru început, A va fi un inel comutativ și E  un A-modul nenul.
DEFINIȚIE 1.1. O familie finită ai, ..., an , u € N, de elemente 

din A se numește E-șir sau șir E-regulat sau A-șir pe E  dacă sunt 
îndeplinite următoarele condiții:

2) pentru orice i, 1 < i < n, â  este nondivizor al lui zero pe 
i-l

Er := E / ^ ^  a} E. 
J=I

Șirurile A-regulate se numesc simplu șiruri.
80
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Condiția 1) asigură că A-modulele E,, i = 1. .... n, sunt nenulc. 
Condiția 2) este echivalentă cu injectivitatca oinotetiei definite de a, 
pe Ei pentru orice indice i cuprins între 1 și n. Alte proprietăți simple 
sunt consemnate în Ierna următoare:

LEMA 1.2. Dacă di, .... an este un A-șir pe E, atunci:
1. Pentru orice numere naturale e.\, ..., en > 1, șirul a \ , ..., a^ 

este E-regulat.

2. Dacă E este un A-modul finit generat, I  := ^ ^ a ^ E  și 
1=1

P  € Supp E  C V(I), atunci ai, ..., an este un Ep-șir.
Următoarea caracterizare a șirurilor regulate permite ca în multe 

raționamente inductive să putem presupune că lungimea șirului regulat 
este 1 sau 2.

P ROPOZIȚIE 1.3. Pentru alr . . . ,  an e  A, E  e A-mod și r E ^ , 
1 < r < n, următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) ai, ..., an este E-șir,
(ii) ai, ..., ar este A-șir pe E și aT+i, ..., an este A-șir pe Er + i .

D EMONSTRAȚIE, ți) => (ti) Prin omiterea ultimului element din- 
tr-un E-șir, celelalte formează încă șir E-regulat. A doua parte a 
condiției ții) rezultă folosind izomorfismul canonic existent între E t 
§' E i /Z2j=î a ]E  pentru t E ^ , i < t < n.

Reciproca se demonstrează asemănător. □

P ROPOZIȚIE 1.4. Fie E un A-modul nenul, ai, ..., an un A-șir 
pe E  și S un sistem multiplicativ închis care nu conține 0. Dacă 
ț u i / l , . . . ,  an / l ) S ~ [ E 7̂  S ^ E ,  atunci ai/1, ..., an / l  formează un 
S~ x A-șir pe S~ 1E.

D EMONSTRAȚIE. Revine la a arăta că dacă a este nodivizor al lui 
zero pe E și aS~x E -fi S~ l E, atunci a /\ £ 7fiS~l E). Prin localizarea 
șirului exact

0 — > E E — > E /aE  — > 0 (18)

se obține șirul exact 0 — > S~ 'E  -^4 S~ xE — > S~ x E /  aS~x E  — > 0, 
ceea ce arată că. a /\  este nondivizor al lui zero pe S~ XE. □

P ROPOZIȚIE 1.5. Fie A un inel și E, F două A-module. Dacă F 
este A-modul plat, atunci orice șir E-regulat este E®^ F-regulat. Dacă 
F este fidel plat, orice șir E ®A F-regulat este E-regulat.
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DEMONSTRAȚIE. Pentru orice elemente a\, . . ., an din .4 există un 
izomorfism canonic 

n n
E 0 A F / ^ 2  a >(E ®A F) -  (E / ^  a iE) ®A F .

2=1 2=1

Dacă F  este modul plat, prin tensorizarea șirului exact (18) cu F  se 
obține șirul exact

0 — > E  84  F — > E 0  A F — > (E / aE) ®4 F  — > 0 . (19)
Rezultă că a este nondivizor al lui zero pe A-modulul E  0 A F.

Reciproc, dacă a este nondivizor al lui zero pe E  0 A F, atunci 
șirul (19) este exact. Prin urmare, dacă F  este fidel plat, șirul (18) este 
exact. □

Exemplul cel mai la îndemână de șir regulat este dat de variabilele 
unui inel de polinoame: A b  ..., An este 4-șir pe 4 [X i,. . .  ,X n ]. Cum 
vom vedea, acest exemplu este generic în sensul că în anumite condiții, 
graduatul unui modul E  în raport cu idealul I  generat de un /l-șir pe 
E  este izomorf cu inelul de polinoame cu coeficienți în A /I  și având 
atâtea nedeterminate cât este lungimea P-șirului. Totuși, analogia cu 
variabilele unui inel de polinoame nu trebuie urmată fără precauții. 
De pildă, ordinea elementelor unui șir regulat este esențială, cum ne 
convinge următorul

EXEMPLU. în inelul de polinoame A:— K [X ,Y ,Z] cu coeficienți 
într-un corp K  se consideră elementele ai := X , a? := K(1 — X), 
03 := Z(1 — X ). Atunci ai, 02, 03 și 02, aj, 03 sunt șiruri regulate, dar 
02, 03 nu este A-șir.

Intr-un domeniu de integritate, orice element nenul este regulat, 
deci O] și o2 sunt A-șiruri de lungime 1. Fie f , g ^ A  astfel încât a^f+ 
+a-2g = O- Adică X  f  = — y (l  — X)g. Datorită unicității descompunerii 
în factori primi, cum A" și 1 — A" sunt coprime, rezultă că A" divide g. 
.Așadar, O], o2 este A- șir. Să presupunem că f ,  g. h, G A verifică o 
relație a }f  + (i2g + a:ih = 0. Atunci X f  + Y{\ — X)g + Z(1 — X )h  = O, de 
unde rezultă /  =  (1 — X)p, cu p € A. Prin urmare X p + Yg + Zh  = 0. 
înlocuind Z  cu 0. se obține p(A", K, 0) = Y r(X ,Y )  și p(A, K 0) = 
= — X r ( X  Y), deci p = Y r + Zs, g = —X r + Zt, unde s, t G A. După 
înlocuire și simplificare cu Z  se ajunge Ia relația As + Y t + // = 0, 
care arată că o3 este nondivizor al lui zero pe A/(ai,O2). Conform 
propoziției 1.1, ai, o2 , o3 este A- șir.

Pe de altă parte, evident Za? — Ya3 = Oși A ^ o2A, astfel că 02, 
03 nu este A-șir.

LEMA 1.6. Dacă a, b este un A-șir pe E, atunci a ^  Z(E/bE).
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D EMONSTRAȚIE. Fie x G E  astfel încât ar G bE. adică ar = by 
pentru y G E convenabil. Din b £ Z(E/aE) rezultă y = az pentru un 
anumit element z din E. După simplificare în relația a{x -  bz) = 0 cu 
nondivizorul lui zero a, se obține .r = bz. □

TEOREMA 1.7. Fie .4 un inel noetherian, a^, . .., an elemente din 
radicalul Jacobson și E  un A-modul finit generat. Dacă a\, ..., an este 
șir E-regulat, atunci orice permutare a elementelor a ir . . ., an  este un 
E-șir.

DEMONSTRAȚIE. Deoarece orice permutare este produs de transpo­
ziții și orice transpoziție se poate obține prin schimbări succesive de 
elemente vecine, este suficient să arătăm că ai, ..., a;_i, ul + i, ai, al+ 2 , 
..., an este E-șir pentru orice i, 1 < i < n. (Aici folosim convenția ca 
din indicii mai mari decât n se scade n.) Din propoziția 1.3 și Ierna 1.6 
rezultă că proprietatea dorită este stabilită dacă dovedim că pentru 
orice elemente a, b din radicalul Jacobson care formează E-șir, b este 
nondivizor al lui zero pe E.

Fie x G Ann^(â). Cum bx = 0 și b 0 Z(E/aE), există y E E 
astfel încât x = ay. Atunci aby = 0, deci by = 0 întrucât a fi Z(E). 
Așadar, Ann^țâ) = aAnii£;(&). Din Ierna lui Nakayama conchidem că 
Anng(6) = 0, adică b 0 Z(E). □

Fie E  un modul de tip finit peste un inel noetherian A și / <  A cu 
IE  fi E. Pentru orice E-șir a 1; . . ., an , lanțul de submodule

n 
a{E  C atE + a2E  C . . .  C ^ a t E 

i=l
este strict ascendent. Pentru E  modul noetherian, orice E-șir conținut 
în I  poate fi prelungit la un șir E-regulat maximal «i, . . ., at , n < t, 
adică orice a E I  este divizor al lui zero pe E / £ [ =] al E. M. Hochster 
[11] a construit șiruri maximale conținute într-un același ideal și de 
lungimi diferite. Acest fenomen nu se manifestă în module finit gene­
rate peste inele noetheriene.

TEOREMA 1.8. Fie E  un modul de tip finit peste un inel noetherian 
A și I  un ideal cu IE  fi E. Atunci orice două E-șiruri maximale 
conținute în I au același număr de elemente.

DEMONSTRAȚIE. Dintre E-șirurile maximale conținute în I alegem 
unul a cărui lungime n e minimă și raționăm prin inducție după n. 
Dacă n = 0, înseamnă că I  constă numai din divizori ai lui zero pe E 
și nu avem nimic de justificat. Fie n > 1, a^.......an un E-șir maximal 
conținut în I  și b[, .... bn un alt E-șir conținut în I. Arătăm că I. 
constă numai din divizori ai lui zero pe E /țb ] ,. . . ,  bn )E. Pentru n = 1,
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I C ^ E /a iE )  = E){ P : P E Ass(E/axE )}. Cum E  este modul 
noetherian, are doar un număr finit de ideale prime asociate. Cu Ierna 
de evitare se conchide că I este conținut într-un divizor prim al lui 
E /a \E . Atunci x l  C a^E pentru un anumit x € E \a xE. In particular, 
b[X = axy, cu y E E. Observăm că y ^  bxE  (altfel, după simplificare 
cu bx, ar rezulta x E axE), prin urmare a ily  = bxIx  C axbxE, ceea ce 
implică ly  C bxE. Așadar, I  constă numai din divizori ai lui zero pe 
E /b xE.

Pentru n > 1 notăm ca mai înainte Ei := E /(a x , . . . ^ a ^ ^ E  și 
Fi := E /(b x , . . . ,  b ^ ^ E  pentru i = 1, ..., n. Modificăm șirurile ai, ..., 
an și bx, ..., bn astfel încât să obținem noi șiruri regulate având termeni 
în comun. Ca și în cazul n = 1 se poate găsi c E I  care nu este divizor 
al lui zero pe nici unul dintre modulele Ei și E , 1 < i < n. Folosind 
repetat Ierna 1.6, se deduce că c, ai, ..., an _x și c, bx , ..., bn _x sunt 
P-șiruri din I. Din cazul n = 1 aplicat modulului En se obține că ax , 
..., an _i, c este E-șir maximal din I, încât c, ax , ..., an _x este E-șir 
maximal conținut în I. Conform propoziției 1.3, Oi, ..., an ^ x și bx , 
..., 6n _i sunt E/cE-șiruri, iar primul este chiar maximal. în virtutea 
ipotezei de inducție, și cel de al doilea E/cE-șir este maximal. Dar dacă 
bx , ..., bn _x , ceste E-șir regulat maximal, atunci și E-șirul bx , ..., bn _x , 
bn este maximal (datorită celor demonstrate în cazul n = 1). □

EXEMPLU. în inelul A := A^fAjJfy], X, b  și 1 -  X Y  sunt șiruri 
regulate maximale. Acest exemplu arată că ipoteza IE  ^  E  din teo­
rema 1.2 este necesară.

Cum A este domeniu, X  și 1 — X Y  sunt șiruri regulate. Inelul factor 
B  := A /(l -  A'K) ~  /<[[A]]x este izomorf cu localizatul inelului de 
serii formale A'[[A]] în sistemul multiplicativ închis format din puterile 
lui AC Clar B este corp, astfel că singurul ideal al lui A ce conține 
strict (1 — AA’).4 este .4. Dar pentru acesta nu este îndeplinită prima 
condiție cerută în definiția șirului regulat .

Fie A"f  + Yy = 0, cu f . g E  A. Atunci

d+1 d

2=0 1=0

cu di, b} E K[\X]] și a<i+x 0 ^  b̂ - Relația

d+1

«o + J ^ ( a i-^ + b i - X)Y' = 0
2=1
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implică «o = O și ^ - i  = —a,X  pentru 1 < i < d + Y  astfel că
d

g = ^ a l+ 1 r  e X A  .
2 =  0

Prin urinare A', Y  este A-șir. Maximalitatea rezultă ca mai sus, folosind 
izomorfismul A/(A', D) ~  K.

DEFINIȚIE 1.9. In ipotezele teoremei 1.8, numărul elementelor din- 
tr-un A-șir maximal pe E  conținut în I  se numește profunzimea lui E 
în I  sau gradul lui I pe E  și se notează profy(E) sau depth/(£). Dacă 
.4 este inel local și I  este idealul său maximal, vom renunța la a mai 
pune în evidență idealul și spunem simplu „profunzimea modulului E “.

Egalitatea prof/(E) = 0 are loc dacă și numai dacă I  constă nu­
mai din divizori ai lui zero pe E. In cazul unui inel local noetherian 
(4, M, K), relația profjj(E) = 0 este echivalentă cu M  6 Ass E.

Din teorema 1.8 decurge
COROLAR 1.10. Fie I  un ideal într-un inel noetherian și E  un 

A-modul finit generat. Dacă a\, ..., an este un E-șir din I, atunci

p r o f ^ E /^ ! , .. .,a n )E) = prof^E) -  n .

In următorul rezultat se stabilește o primă legătură între profunzi­
mea și numărul generatorilor unui modul.

P ROPOZIȚIE 1.11. Fie I  un ideal al unui inel noetherian A și E  un 
A-modul de tip finit. Presupunem că I este generat de t elemente și că 
prof/(E) = n. Atunci prof/(E) < t și I  poate fi generat de ai, .. ., at 
astfel încât ai, . . ., an este E-șir. In particular, prof/(E) = ^(1) dacă 
și numai dacă I poate fi generat de un E-șir maximal.

DEMONSTRAȚIE. Considerăm un sistem de generatori ai, ..., at 
pentru I , numerotat astfel încât primele k, Q < k < t, elemente sunt 
divizori ai lui zero pe E. iar toate celelalte sunt nondivizori ai lui zero 
pe E. In cazul k = t. prof/(E) = 0 și nu avem nimic de demonstrat. 
Dacă însă k < t, vom arăta că există b E I  nondivizor al lui zero pe E 
astfel încât («i, . . . ,  «A+ I )A = (b ,a i,. . .  ,a k )A. După trecerea la E/bE 
și I/bA. concluzia propoziției de obține prin inducție după prof/(E).

Fie .Y := { P i , . . . ,P 5 } elementele maximale (față de incluziune) 
din Ass E. In conformitate cu alegerea lui k, există un element de 
forma a + cak + i cu a 6 (« i,. .. a*,) A, c € A, care nu este conținut în 
Z(E) = U { P  : P  € A’ }. Dacă ak + i aparține la exact r dintre idealele 
P i , . . ., P,, atunci r < s (altfel a G (« ! ,..., ak )A C Z(E)) și, după o 
eventuală renumerotare. putem presupune că acestea sunt Pi, ..., Pr .
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Alegem d 6 Pr +\ A . . .n P ,  \ ( P | U ...U  Pr ) și punem b := ad +  (it + 1 . 
Acest element are proprietățile dorite. □

Se poate arăta că dacă în plus 1 este conținut în radicalul inelu­
lui, din egalitatea p ro ^ E ) = p(I) rezultă că orice sistem minimal de 
generatatori ai lui I  este B-șir.

La calcularea profunzimii unui modul într-un ideal, putem pre­
supune că idealul este prim.

P ROPOZIȚIE 1.12. Dacă IE  /  E, există P  e V{I) astfel încât 
prof/(B) = profp(E).

D EMONSTRAȚIE. Fie ai, ..., an un A-șir maximal pe E  conținut 
în I. Cu Ierna de evitare rezultă că I  este conținut într-un ideal prim 
P  asociat lui E /(a i , .. .  ,an )E. Vom arăta că tz1; ..., an este un A-șir 
maximal pe E  conținut în P. Evident P constă doar din divizori ai lui 
zero pe modulul E /ța ^ . . . ,a n )E. Mai trebuie să dovedim P E  ^  E, 
ceea ce se poate face prin reducere la absurd.

Arătăm că din egalitatea P E  = E rezultă că anulatorul modulului 
E  conține un element de forma 1 + a, cu a 6 P. Pentru aceasta, 
considerăm un sistem finit de generatori x^, ..., x t pentru A-modulul 
E. Atunci pentru orice i, 1 < i < t, avem Xi = £*  = 1 a^Xj cu a^ G P. 
Rescriind aceste relații sub forma ^ = 1 ( ^  — <iij)xj = 0, 1 < i < t, 
unde 6tj este simbolul lui Kronecker, rezultă că d : = det țâij -  a^) 6 
G Ann E. Prin calcul direct se găsește că acest determinant are forma 
d = 1 + a, cu a G P. Pe de altă parte, relațiile 1 + a G Ann E C P și 
a e P  conduc la contradicția 1 G P. □

P R O P O Z IȚ IE  1.13. Dacă un ideal I  conține un A-șir de lungime n, 
atunci n < ht I.

D EMONSTRAȚIE. Cum ht I  = inf { ht P  : P e  \ ' ( I ) }, putem 
presupune că I  este ideal prim. Prin inducție după n vom arăta că 
ht I > n. Cazul inițial n = 0 nu necesită nici o justificare. Fie a{ , .. .. 
an un A-șir maximal conținut în I de lungime strict pozitivă. Notăm 
B := A/ajA , Q := I /a xA. Imaginile lui a2 , • ... an în B  formează un 
B-șir de lungime n — 1 conținut în Q. Din ipoteza de inducție rezultă 
ht Q > n — 1. Cum ai este nondivizor al lui zero, el nu este conținut 
în nici un ideal prim minimal al lui A. Aplicând rezultatul următor, 
conchidem că ht I  > n. □

LEMA 1.14. Fie P un ideal prim al unui inel A și fie a e P 
un element care nu aparține nici unui ideal prim minimal al lui A. 
Dacă B := A/aA, Q := P/aA și k este înălțimea lai Q în B, atunci 
ht P  > k + 1.
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D EMONSTRAȚIE. Cazul k infinit fiind evident, presupunem k finit 
și considerăm un lanț saturat de ideale prime în B: Qk C .. . C Q\ C 
C Qo = Q- Preimaginile acestor ideale prin surjecția canonică A — > B 
formează un lanț de ideale prime în .4: Pk C ■ ■ ■ C P\ C PQ = P- 
Deoarece a G Pk și prin ipoteză a nu aparține nici unui ideal prim 
minimal din .4, rezultă că există Pk+\ E Spec A conținut strict în 
Pk- □

T EOREMA 1.15. Dacă (.4, M, K) este inel local noetherian și E  este 
un A-modul nenul de tip finit, atunci

prof E  < min{ d im ^ /P )  : P  G Ass^ E }  < dim E .

DEMONSTRAȚIE. Inegalitatea din dreapta este consecință imediată 
a definiției

dim B = sup{ dim(A/P) : P E ASSAE }  = 
= sup{dim(A/F) : P e S u p p ^ E }  .

Vom demonstra inegalitatea din stânga prin inducție după n := prof E. 
întrucât cazul n = 0 este clar, vom presupune că M  conține un element 
a nondivizor al lui zero pe E  și că proprietatea este adevărată pentru 
modulele cu profunzimea n -  1.

Din corolarul 1.10 rezultă prof (E/aE) — n — 1, prin urmare

praf (E /  aE) < min{ dim(4/Q) : Q G Ass(E /  aE) } .

Dacă arătăm că orice ideal prim P  asociat lui E  este conținut strict 
într-un ideal prim Q asociat modulului E /aE , vom obține

min{dim(A/Q) : Q G Ass(E/aE)} < rnin{dim(4/P) : P  G Ass^E/aE)} 

și concluzia teoremei rezultă imediat.
Fie P G Ass E. Prin alegerea sa, Ann/;(F) este un submodul nenul 

al lui E  conținut în F := (aE : P )E - Dacă arătăm relația aE C F, 
atunci E /aE  are submodulul nenul G := F /aE  care este anulat de P. 
Pentru orice Q G Ass G Q Ass E /aE  avem P  C Ann G Q Q ș\ P fi Q 
deoarece a e Q \  P.

Să presupunem că avem aE = F = (aE : P )E - Atunci orice element 
x G Anu^^F) are o reprezentare x = ay, cu y E E. Din aPy = Px = 0 
rezultă Py = 0 pentru că a este nondivizor al lui zero pe E. Conchidem 
Anu^țF) = aAnnE(P), iar Ierna lui Nakayama conduce la contradicția 
AnnE(P) = 0. □

Ca mai întotdeauna, transformarea unei inegalități într-o egalitate 
are consecințe remarcabile.
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D E F IN IȚ IE  1.16. Un modul E  finit generat peste un inel local noe- 
therian (X, M, K) este numit modul Cohen-Macaulay dacă E  este nul 
sau dacă E /  Oși proîM (E) = d im ^E ). Un modul E  de tip finit peste 
un inel noetherian X este numit modul Cohen-Macaulay dacă EM  este 
X^-modul Cohen-Macaulay pentru toate idealele maximale M  ale lui 
X. Dacă X este X-modul Cohen-Macaulay, se spune că X este inel 
Cohen-Macaulay.

COROLAR 1.17. In condițiile teoremei 1.15, fie ax, ..., an un șir 
E-regulat din M. Atunci Eeste A-modul Cohen-Macaulay dacă și nu­
mai dacă E I (ax,. . .  ,an )E este A /(ax ,. . . ,  an ) A-modul Cohen-Macaulay. 
In particular, dacă ax, ..., an este un șir regulat conținut în M , atunci 
A este inel Cohen-Macaulay dacă și numai dacă A /(ax ,. . .  ,an )A este 
inel Cohen-Macaulay.

D EMONSTRAȚIE. Este suficient să stabilim afirmația în cazul 
n = 1. Din corolarul 1.10 se știe că prof (E/axE) = prof E — 1, 
iar din corolarul II.4.8 se obține dim E = dim(E/axE). Altfel spus, 
un nondivizor al lui zero face parte dintr-un sistem de parametri ai lui 
E. □

CO RO LA R 1.18. Pe lângă ipotezele din corolarul precedent, cerem 
ca E să fie modul Cohen-Macaulay. Atunci dim A /P  = dim E — n 
pentru orice P G Ass (E /(ax,. . . ,  an )E). In particular, submodulul 
(ax,. .. ,an )E nu are componente primare scufundate.

D EMONSTRAȚIE. Din corolarul 1.10, teorema 1.15 și corolarul II.4.8 
avem

profE — n = prof(E/(ax,. . .  ,an )E) <
< min{dim(X/P) : P E A ss(E /(ai, . . .  ,a n )E )} <
< max{dim(X/F) : P € Ass(E /(ax,. . .  ,an )E) } = 
= d im (E /(« ) ,..., an )E) = dim E -  n .

Cum termenii extremi coincid, toate inegalitățile sunt de fapt egalități.

COROLAR 1.19. Fie (A, M, K) un inel Cohen-Macaulay și ax, . 
an G M. Șirul ax, ■■., an este regulat dacă și numai dacă face parte 
dintr-un sistem de parametri ai lui X. In particular, sistemele de 
parametri pentru inelul local și Cohen-Macaulay X coincid cu A-șirurile 
maximale conținute în AI.

D EMONSTRAȚIE. Rezultatul precedent implică faptul că Ass X con­
stă doar din idealele prime minimale din X. Prin urmare, pentru a
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2 INELE COHEN-MACAULAY 89

clement arbit rar al lui M avem dini (A/aA) = dini .4 -  1 dacă și numai 
dacă a este nondivizor al lui zero. Când acest e condiții echivalente sunt 
îndeplinite, A/aA  este inel Cohen-Macaulay conform corolarului 1.17. 
Demonstrația se încheie raționând prin inducție după n și folosind ca­
racterizarea sistemelor de parametri dată în propoziția 1.4.21. □

EXEMPLE. 1. Orice modul finit generat de dimensiune 0 peste un 
inel noetherian este modul Cohen-Macaulay.

2. Orice inel noetherian redus de dimensiune 1 este inel Cohen- 
Macaulay. Intr-adevăr, pentru M  G Max >4, inelul A M este fie corp, fie 
unu-djmensional și redus. In primul caz se folosește exemplul anterior. 
Să presupunem că dim A M = 1. Cum în orice inel redus, toate idealele 
asociate sunt minimale, rezultă M A M ^  Ass A M - Prin urmare M A M 
conține un nondivizor al lui zero, deci prof A M = 1 = dim A M -

3. Inelul A := K [X ,Y ]/(X 2 , X Y ). cu K  corp, nu este Cohen- 
Macaulay.

Egalitatea (X2 ,A7y) = (X2 , / )  O (X) în care figurează idealul 
prim (X) și idealul (X 2 , E) al cărui radical este maximal este o des­
compunere primară redusă pentru idealul din membrul stâng. Avem, 
așadar, Ass A = { (z), (z, y) } și

dim A = max{ dim K[X, Y ] / țX f  dim K[X. Y ] /(X, E) } = 1 .
Idealul M := (x,y)A  este maximal și M A M € Ass AM . Prin urmare 
prof AA/ = 0, în vreme ce dim AM = 1 pentru că șirul de ideale prime 
T A M  C M A M este maximal.

2. Inele C ohen-M acaulay

Rezultatul următor este considerat a fi punctul de plecare pentru 
teoria studiată în acest capitol. Demonstrat de Macaulay în 1916 pen­
tru inele de polinoame cu coeficienți intr-un corp, a fost extins de Cohen 
în 1946 pentru inele regulate.

TEOREMA 2.1. (Teorema de nemixtare a lui Macaulay) Fie A un 
inel Cohen-Macaulay și I  < A un ideal de înălțime n. Atunci:

a) prof/(A) = n.
h) /iți) = h t(/) dacă și numai dacă I este generat de un A-șir. 

In acest caz toate idealele prime asociate lui I  au aceeași înălțime. In 
particular, I nu are componente scufundate.

DEMONSTRAȚIE. Fier?!,..., as un A-șir, P G Ass (A /(a i,. .. , a s )A) 
și M  6 Max A ce conține P. Imaginile lui ai, ..., as în A M formează 
un AM-ȘÎT și P A M este prim asociat idealului generat de acestea în A M - 
Conform corolarului 1.18 P A M este ideal minimal peste (« i,. . . ,  OS )AM ,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



90 3. MODULE COHEN-MACAULAY

prin urmare P G Min (A /(a i , . . .  ,a s )A). Cum înălțimea unui ideal ge­
nerat de un șir regulat coincide cu lungimea șirului, am obținut ultima 
afirmație din concluzia teoremei.

Dacă șirul regulat ai, ..., as este conținut în I  și este maximal, 
atunci I constă doar din divizori ai lui zero pe /l-modulul factor 
A /(a } , .. ., as )A, deci I  este conținut într-un ideal prim asociat acestui 
modul. Conform celor demonstrate în paragraful precedent, ht P  = s. 
Din definiția înălțimii rezultă ht 7= n < s = ht P. Pe de altă parte, 
dacă Q este un divizor prim minimal al lui /  cu ht Q = ht I, atunci 
(d i,. . . ,  as )A C Q, astfel că n = ht Q > ht (a i ,. . . ,  as )A = s. S-a 
obținut n = s, tocmai afirmația a).

Știm deja din propoziția 1.11 că orice ideal are un sistem minimal 
de generatori conținând un șir regulat de lungime prof/(A). Așadar, 
dacă p(I) = ht (7), atunci 7 poate fi generat de un A-șir. □

COROLAR 2.2. Dacă A este inel Cohen-Macaulay, atunci:
a) Ap este inel Cohen-Macaulay pentru orice P  G Spec A;
b) price localizat al lui A este inel Cohen-Macaulay;
c) pentru P, Q 6 Spec A cu P G Q avem

ht Q = ht P  +  dim ^Q /P/lQ ) .

DEMONSTRAȚIE, a) Fie P  un ideal prim de înălțime n. Atunci 
P  conține un A-șir de lungime n. Imaginea acestui șir în Ap este un 
Ap-șir regulat conținut în idealul maximal al acestui inel local. Prin 
urmare, prof (Ap) > profp(A) =  dim Ap. Dar inegalitatea contrară 
are loc întotdeauna.

Afirmația b) rezultă din definiția inelului Cohen-Macaulay, din pro­
prietatea demonstrată la punctul a) și din corespondența dintre ide­
alele prime ale unui inel și cele ale unui localizat al său. Pentru a 
demonstra c). considerăm a^ . .., an un A-șir de lungime n = ht P 
conținut în P. Atunci P A Q este un divizor prim minimal al idealului 
J := (« ] ,..., an )AQ generat de un A^-șir. Prin urmare P A Q este ideal 
prim asociat A^-modulului AQ/J . Cum AQ este inel Cohen-Macaulay, 
corolarul 1.18 asigură

dim (AQ/P A Q) = dim (AQ) -  n = ht Q — ht P .

□

C O R O LA R  2.3. Dacă (A ,M ,K ) este un inel local Cohen-Macaulay 
și I  ŷ  A este un ideal, atunci dim A = dim (A/7) + ht I .

DEMONSTRAȚIE. In aceste ipoteze dim A = dim (A /P ) pentru 
orice ideal prim minimal P al lui A, ceea ce înseamnă ca toate lanțurile
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saturate de ideale prime din .4 au aceeași lungime. Concluzia dorită 
rezultă acum din definițiile dimensiunii și înălțimii. □

Studiem acum stabilitatea proprietății Cohen-Macaulay la operațiile 
uzuale.

PROPOZIȚIE 2.4. Un inel A este Cohen-Macaulay dacă și numai 
dacă inelul de polinoame A(X] este Cohen-Macaulay.

DEMONSTRAȚIE. întrucât nedeterminata este un nondivizor al lui 
zero, dacă A[X] este inel Cohen-Macaulay rezultă că zi are aceeași 
proprietate conform corolarului 1.17.

Reciproc, fie M  E Max A[X] și P  := M  Ci A. Cum idealul prim P* 
este conținut strict în M  și n := ht P  = ht P* = ht M -1 ,  este suficient 
să arătăm prof^ (d[A]) > n  + l, căci va rezulta profer (4[X]) = ht M. 
Cum prin localizare profunzimea nu descrește, în vreme ce dimensiunea 
nu crește, vom conchide că A[X]M  este inel Cohen-Macaulay. întrucât 
această concluzie este valabilă pentru orice ideal maximal al lui A[X], 
înseamnă că acest inel este Cohen-Macaulay.

Dacă a i , . . . ,  an  este un A-șir maximal conținut în P, atunci rămâne 
șir regulat pe 4-modulul liber A[X]. Prin urmare

p r o f M ^ X j / t f l ] , . . . , ^ ^ ] )  = profM (A[X]) - n  .

Trecând la inelul cât

B := A[X]/(a i , . . . , an )A[X] ~  (d / ( f i | , . . ., a „).4) [X] , 

este suficient să arătăm că un ideal maximal dintr-un inel noetherian 
de polinoame într-o variabilă nu poate consta doar din divizori ai lui 
zero.

Să presupunem ca X  E Max B  și N  C Z(B). Atunci nedeterminata 
X , fiind nondivizor al lui zero, nu aparține idealului X . Prin urmare 
N + X B  = B  datorită maximalității idealului X , încât există f  E X 
și g E B  astfel încât f  + Xg  = 1. Un polinom este divizor al lui zero 
dacă și numai dacă este anulat de un element din inelul de coeficienți, 
încât toți coeficienții săi sunt anulați de un divizor al lui zero. Cum 
termenul liber al polinomului 1 — Xg = f  este inversabil, s-a ajuns la 
contradicția f  ^  Z(B). □

TEOREMA 2.5. Pentru un inel local și noetherian (.4, M, K ), urmă­
toarele afirmații sunt echivalente:

(i) A este inel Cohen-Macaulay,
ții) există un sistem de parametri care este A-șir,

(iii) orice sistem de parametri este șir regulat.
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DEMONSTRAȚIE. Știm deja că (i) implică (vii). Presupunem condi­
ția (ii) îndeplinită și considerăm un sistem de parametri ai, .. ., a^ care 
este /l-șir. Atunci ht M = d < p ro ^  (.4). □

TEO R EM A  2.6. Fie (A ,M ,K ) un inel local, noetherian și Cohen- 
Macaulay, iar a^, ..., an 6 M, n > 1. Următoarele afirmații sunt 
echivalente:

(i) ai, ..., an este A-șir,
ții) ht (ai, . . . ,  ar )A = r pentru r = 1, ..., n,

(iii) ht («1 ,..., an )A = n,
(iv) a\. ..., an face parte dintr-un sistem de parametri ai lui A.

DEMONSTRAȚIE. Pentru a demonstra că (i) implică (ii), se ob­
servă că pentru orice r cuprins între 1 și n, ax, ..., ar este șir re­
gulat, deci pentru idealul 1 := ( a i , . . . ,a r )4  sunt îndeplinite relațiile 
r < prof/ (A) < p(I) < r. Cum A este inel Cohen-Macaulay, avem 
prof/ (A) = ht I.

Din teorema de nemixtare a lui Macaulay rezultă că (i) este consecin­
ță a condiției (iii). Implicația (i) => (iv) a fost deja demonstrată în 
corolarul 1.19, iar (iv) => (i) conform teoremei precedente. □

D EFINIȚIE 2.7. Fie (A, M, K) un inel local noetherian și Q un ideal 
Af-primar. Atunci A/Q  este A-modul de lungime finită. Mulțimea

Soc(A/Q) := Ann^/Q (M) = (0 : M )A /Q

este numită soclul lui A/Q.
Soclul lui A/Q  este un /C-spațiu vectorial de dimensiune finită. 

Orice submodul nenul U < A/Q  are urma pe soclu nenulă deoarece U, 
fiind modul de lungime finită, conține un element nenul anulat de M. 
Altfel spus, Ass.i (U) = { M }.

PROPOZIȚIE 2.8. Fie (.4, M, K) un inel local, noetherian și Cohen- 
Macaulay, iar a\, ..., a^ un sistem de parametri ai lui .4. Numărul

r := dim/< Soc(A/(a],. . ., (id)A)

nu depinde de alegerea sistemului de parametri ai, . . ., aj.

DEMONSTRAȚIE. Raționăm prin inducție după d. Cazul d = 0 este 
clar. Fie d = 1 și 6 6 M  un nondivizor al lui zero. Atunci a^b ^ Z(A) 
și este suficient să arătăm

dim/c SocțA/a^A) = dim/c Soc(A/ai A) .

Dacă c- G A \  ai A și cM C ai A, atunci cb 6 A\ C a ^A 
și cbM C a^bA. Rezultă că omotetia de raport b induce un morfism
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injectiv 0 : Soc(A/a]A) — > Soc(A/aiM). Arătăm că d> este izomor­
fism. Fie x G A cu xM  C mbA. Cum apartenența xa\ G a\bA are loc 
doar pentru x G bA, conchidem că <p este aplicație surjectivă.

Presupunem acum că d > 1 și că propoziția este valabilă pentru 
inele de dimensiune cel mult d — 1. Dacă bi, . . . ,  bd este un alt sistem 
de parametri ai lui A, cu un raționament folosit în demonstrația teore­
mei 1.8 se găsește c E M  astfel ca c, a^ ..., ad-i și c, 6i, ..., bd-i să fie 
sisteme de parametri ai lui A. Cum a 1; ..., ad-i și b1; ..., bd-\ induc 
sisteme de parametri ai inelului Cohen-Macaulay A/cA, din ipoteza de 
inducție rezultă

dim^' Soc(A/(c, a i , . . . ,  a^-i)A) = dim/< Soc(A/(c, b^,. . . ,  bd-i)A) .
Se aplică apoi cele demonstrate în cazul d = 1 inelelor Cohen-Macaulay 
A /(a i,. . . ,  ad-i)A și A/(bx , . . . ,  bd-\}A pentru a obține

dim/c Soc(A/(c, « ! , . . . ,  ad-i)A) = dim^- Soc(A/(ai,. . . ,  ad)A)

Și
dimx Soc(ă/(c, b i , . . . ,  bd-i)A ) = dim^ Soc(A/(6i,. . . ,  bd )A)> .

D EFINIȚIE 2.9. Numărul r din propoziția 2.8 se numește tipul ine­
lului local Cohen-Macaulay A. Un inel local Cohen-Macaulay de tip 1 
se numește inel Gorenstein. Un inel noetherian A se numește Goren­
stein dacă AM  este inel local Gorenstein pentru orice ideal maximal M 
al lui A.

LEMA 2.10. Fie ( A ^ M ,^  un inel local noetherian și Q un ideal 
M-primar. Idealul Q este ireductibil dacă și numai dacă 
dim/c Soc(4/Q) = 1.

D EMONSTRAȚIE. Idealul Q este ireductibil dacă și numai dacă sub- 
modulul nul al lui A/Q  este ireductibil. Modulul nul este reductibil 
dacă și numai dacă există submodule nenule U și V ale lui A/Q  astfel 
încât U n  V = 0. Ani observat deja că F  și V au urme nenule pe soclul 
lui A/Q, deci dacă Q este reductibil, atunci dim/c Soc(A/Q) > 2. Re­
ciproc, din dim^- Soc(.4/Q) > 2 rezultă că există subspații vectoriale 
unu-dimensionale U și V conținute în Soc(A/Q) a căror intersecție este 
nulă. Aceasta înseamnă că idealul Q este reductibil. □

Acum putem formula una din caracterizările găsite de Bass pentru 
inelele Gorenstein.

P ROPOZIȚIE 2.11. Un inel local și Cohen-Macaulay (A ,M ,K ) este 
Gorenstein dacă și numai dacă există un sistem de parametri ai lui A 
ce generează un ideal ireductibil.
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D E F IN IȚ IE  2.12. Un inel local noetherian (A .M .K )  este numit 
intersecție completă dacă există un inel local regulat {R, N. K} și un 
ideal I  < N  astfel încât ^(Z) = ht /  și A = R /1 . Un inel noetherian 
>1 este numit local-intersecție completă dacă AM  este inel intersecție 
completă pentru orice M  G Max A.

Se poate arăta că dacă inelul local noetherian țA, M, K) este inter­
secție completă și poate fi reprezentat sub forma A = B /  J  cu B inel 
local regulat, atunci J  este generat de un B-șir. Să observăm că orice 
inel local regulat este intersecție completă, deci un inel regulat este 
local-intersecție completă.

P ROPOZIȚIE 2.13. Dacă inelul local noetherian (A, M, K) este inter­
secție completă, atunci este inel Gorenstein.

D EMONSTRAȚIE. Fie A = R /I  pentru un inel local regulat (R, N, K) 
și I  un ideal generat de un B-șir r b  ..., rn . Cum inelul R  este Cohen- 
Macaulay, există un sistem de parametri ai lui R  de forma r b  ..., rn , 
bi, ..., bt . Idealul maximal N  al inelului regulat R  fiind generat de un 
sistem de parametri ai lui R, din propoziția 2.8 deducem

dim# Soc(B/(r i ,. . .  ,rn ,b \ ,. . .  ,bt )R) = dim^- Soc(R/N) = 1 .
Imaginile ai, ..., at ale lui bi, ..., bt în A formează un sistem de 
parametri ai acestui inel local, astfel că

Soc(/l/(a i,. . .  ,a ()>l) = Soc(B /(ri,. . . ,r n ,b i , . . .,b t )R) .
□

Diagrama de mai jos sintetizează ierarhia inelelor noetheriene. Toa­
te incluziunile sunt stricte. Un inel (nu neapărat domeniu de integri­
tate) este numit normal dacă este întreg închis în inelul său total de 
fracții.

{ corpuri } 
n

{ domenii principale } C { factoriale }
A A

{ regulate } C { normale }
A

{ local-intersecție completă }
A

{ Gorenstein }
A

{ Cohen-Macaulay }
A ■

{ noetheriene }
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3. Inele regulate

In această secțiune voiri prezenta câteva proprietăți elementare ale 
inelelor regulati'. Rezultatele mai profunde necesită metode omologice 
pentru demonstrații.

LEMA 3.1. Fie {A ,M ,I\) un inel local noetherian, a E M \  M 2 și 
B := A/aA. Atunci edim B  = edim .4 — 1.

DEMONSTRAȚIE. Notăm N  extinsul idealului maximal M  în B și 
k dimensiunea de scufundare edim B. Aceasta înseamnă că există 
elemente a^ ..., ak E M  ale căror imagini în B  generează N. Atunci 
a, ax , . . . ,  ak este un sistem de generatori ai idealului M. Vom arăta că 
imaginile acestor elemente în M /M 2 sunt K-liniar independente. Fie 
x, y } , ..., yk E A astfel încât ax + a^y^ + ■ ■ ■ + akyk € M 2 . Prin trecere 
la clase modulo a A se vede că din alegerea lui ai, ..., a^ rezultă că yi, 
..., yk E M. Prin urmare ax E M 2 și cum a ^  AI2 , iar M 2 este ideal 
Af-primar, se cqnchide x E M. □

P ROPOZIȚIE 3.2. Fie {A ,M ,K ) un inel local noetherian, a ^  M 2 
neinversabil și B : = A/aA.

a) Dacă A este inel regulat, atunci B este inel regulat.
b) Dacă o nu aparține nici unui ideal prim minimal, iar B  este 

inel regulat, atunci A este inel regulat.

DEMONSTRAȚIE. Conform rezultatului consemnat în lema prece­
dentă avem edim R = edim .4 — 1. Afirmația de la punctul a) rezultă 
din relațiile

dim .4 — 1 < dini B  < edim B = dim A — 1 .

Reciproca parțială de la b) este consecința egalităților edim .4 — 1 = 
= edim B = dim B = dim .4 - 1 .  □

LEMA 3.3. Fie .4 un inel noetherian care nu este domeniu de in­
tegritate. Atunci orice ideal prim principal P conținut în radicalul Ja- 
cobson al lui .4 este ideal prim minimal.

D EMONSTRAȚIE. Dacă P = aA E Spec.4 și Q G Spec.4 este 
conținut strict în P. atunci Q C n{ P n : n E N }. Intr-adevăr, pen­
tru orice x E Q avem x = ay, cu y E A. Cum a $. Q, înseamnă 
că y E Q Q P, prin urmare x = a2z cu z E A, ș.a.m.d. Din lema 
de intersecție a lui Krull rezultă A{ Rn : n G N } = 0. Cum idealul 
nul nu este prim decât într-un domeniu de integritate, s-a ajuns la o 
contradicție. □
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PRO POZIȚIE 3.4. Orice inel local regulat (A ,M ,K ) este domeniu 
de integritate.

D EMONSTRAȚIE. Raționăm prin inducție după d = dim A. Dacă 
d = 0, idealul maximal este generat de mulțimea vidă, deci este nul, 
încât A este corp. Fie d > 1 și a G M \  M 2 (se poate găsi un astfel de 
element pentru că în caz contrar din Ierna lui Nakayama rezultă M = 0, 
i.e. d = 0). Inelul B := A/aA  este regulat de dimensiune d —\ conform 
propoziției 3.2, deci este domeniu de integritate în virtutea ipotezei de 
inducție. Atunci P := aA este ideal prim. Dacă A nu ar fi integru, 
Ierna precedentă ar implica P G Min A. Atunci M  \  M 2 Q O{Q : Q E 
6 MinA} și M  ar fi inclus în reuniunea unui număr finit de ideale, 
dintre care doar M 2 nu este prim. Din Ierna de evitare a lui McCoy 
rezultă că M  este conținut într-un ideal prim minimal al inelului, în 
contradicție cu ipoteza dim A > 1 . □

LEMA 3.5. Fie A un inel noetherian cu proprietatea că orice ideal 
maximal al său conține un singur ideal prim minimal. Atunci A este 
izomorf cu un produs direct finit de inele cu proprietatea că fiecare are 
unic ideal prim minimal.

DEMONSTRAȚIE. Fie Min A = { P i,. . . ,  Pt } și N  = Pi n  . . .  n  Pt 
nilradicalul lui A. Cum A este noetherian, există s G N* astfel încât 
N s = 0, deci 

t t
n  s  i n  ^ ) ' = = o . 

1=1 i = l

Din ipoteză rezultă că idealele prime minimale ale lui A sunt coma- 
ximale două câte două. Prin urmare, din lema chineză a resturilor se 
obține

A  c = n p - * 4 = a / ^  n "  ^  -  n  A I ^  ■ 
l - l  Z=1 Z=1

Evident Min A/P* = { Pt } (1 < i < t). □

COROLAR 3.G. Fie A un inel noetherian cu proprietatea că A M este 
domeniu de integritate pentru orice M G Max A. Atunci A este ]>rodus 
direct finit de domenii de integritate. In particular, un inel regulat este 
produs direct finit de domenii de integritate.

D EMONSTRAȚIE. Conform lemei precedente avem A -  I lL i ^ ,  c u 
Min A, = { Pi}, i = 1 , . . . ,  t. Din ipoteză AM este redus pentru orice 
M  G Max A, astfel că A este redus. Atunci imaginea sa omomorfă A,

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro
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(1 S ' < O este de asemenea inel redus. Dar nilradicalul lui A, coincide 
cu P^ astfel că P, = 0 , Î = 1, . . t. □

EXEMPLE. 1. Ani observat în demonstrația propoziției 3.4 că un 
inel local, regulat și de dimensiune zero este corp.

2. Pentru un inel local, noetherian, unu-dimensional (A, M, K), 
următoarele afirmații sunt echivalente:

(z) .4 este inel regulat,
(iz) Al este ideal principal nenul,

(iii ) .4 este inel de valuare discretă (z.e. domeniu principal cu u
singur ideal prim nenul),

(w) A este domeniu normal.
Sunt evidente implicațiile (z) = >  (zz) = >  (zzz) = >  (iv) și (zzz) = > 

(z). Vom arăta că din condiția (iv) rezultă (zzz).
Fie E := (A : A1)Q transportorul lui AI în A calculat în corpul 

de fracții Q al lui A. Evident E  conține A. Observăm că incluziunea 
este strictă. Intr-adevăr, deoarece Al este unicul ideal prim nenul din 
inel, pentru orice element nenul a din Al există t > 1 minimal cu 
proprietatea M l C aA. Fie b 6 M*~x \  aA și x := b/a 6 Q. Din 
bAl C Al1 se conchide x E E \A .  Din incluziunile Al C EA1 C A și din 
faptul că EAI este ideal în A rezultă EAI = A sau EAI = Al. Ultima 
egalitate nu este posibilă, deoarece implică xM  C M, deci x n Al C M 
pentru orice n € N, astfel că A[z] C A. Aceasta înseamnă că x este 
întreg peste domeniul normal A, adică x 6 A, contradicție.

Prin urmare, are loc egalitatea EAI = A. Arătăm că AI/Al2 este 
/f-spațiu vectorial de dimensiune 1, ceea ce, împreună cu Ierna lui 
Nakayama, asigură că .M este ideal principal. Fie I  un ideal cuprins 
între AI și AI1. .Atunci AI C IE  C A și cum IE  este ideal în A, avem 
fie A = IE . de unde prin înmulțire cu AI decurge Al = I, fie Al = IE , 
ceeea ce implică I = Al2 .

3. Dacă (A, Al, K) este inel regulat de dimensiune cel puțin 2 și 
a € Al2 , a ^  0, atunci inelul A/aA  este intersecții’ completă, dar nu 
este inel regulat.

LEMA 3.7. Un inel noetherian A este redus dacă și numai dacă 
pentru orice ideal prim P cu prof(Ap) = 0, inelul Ap este, regulat.

D EMONSTRAȚIE. Observăm mai întâi că din propozițiile 1.3.45 și 
1.4 rezultă că un ideal prim P satisface condiția prof(Ap) = 0 dacă și 
numai dacă este prim asociat lui A.

Toate idealele prime asociate unui inel redus sunt minimale, deci 
dacă A este redus, atunci egalitatea prof(Ap) = 0 are loc dacă și numai
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98 3. MODULE COHEN-MACAULAY

dacă P E Min/l. Pentru astfel de ideale prime Ap este inel artinian 
redus, deci corp.

Reciproc, fie /V nilradicalul unui inel /I cu proprietatea că pentru 
orice ideal prim P cu prof(Ap) =  0, inelul Ap este regulat. Notăm I  : = 
:= Ann N . Cum un inel local și regulat este domeniu de integritate, 
pentru orice P E Ass A nilradicalul lui Ap, care coincide cu NAp, este 
idealul nul. Atunci I  <£ P și prin urmare I  <f. U{ P : P E ASS A } = 
= Z(A), de unde se deduce N  = 0. □

Un rezultat similar este valabil pentru dimensiunea unu:
TEOREMA 3.8. (Criteriul de normalitate Krull-Serre) Un inel noe- 

therian A coincide cu închiderea sa întreagă în inelul total de fracții 
dacă și numai dacă Ap este inel regulat pentru orice orice ideal prim 
P astfel ca prof(Ap) < 1.

D EMONSTRAȚIE. Se poate consulta [4, teorema 7.12], □

Ultimele două rezultate menționate pot fi reformulate în termeni de 
ecuații polinomiale. Un inel A este redus dacă și numai dacă o ecuație 
de forma X n =  0, n > 1, nu are soluții în A \  { 0}. Condiția ca un 
inel A să fie întreg închis în inelul total de fracții Q(A) înseamnă că 
orice ecuație de tipul X n + an ^ iX n ~l + • • • + a^X + a0 = 0, cu a0 , 
.. ., an _i E A, n E N, nu are soluții în Q(A) \  A. In aceeași ordine de 
idei, ar fi interesant de văzut dacă există caracterizări de această formă 
pentru inelele noetheriene ale căror localizate în idealele prime P  cu 
prof(Ap) < n sunt inele regulate, n > 2.
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CAPITOLUL 4

Metode omologice în studiul inelelor regulate

Acest capitol permite o superficială luare la cunoștință a unora 
dintre progresele posibile în algebra comutativă doar după însușirea 
tehnicilor de algebră omologică.

1. Module proiective și module injective

Modulele proiective corespund unor obiecte studiate în topologie. 
O teoremă a lui R. Swan afirmă echivalența noțiunilor de fibrat vecto­
rial deasupra unui spațiu topologic compact X  și de modul proiectiv 
peste inelul funcțiilor continue pe X  cu valori reale. Modulele injective, 
aparent obținute printr-o altă dualitate, permit caracterizări alterna­
tive pentru inelele Gorenstein definite în capitolul precedent.

Deocamdată A este un inel comutativ și unitar, iar E  un A-moduI. 
Definițiile și rezultatele următoare sunt valabile și în cazul necomutativ, 
dacă avem grijă să fim consecvenți—de pildă, toate modulele să fie 
stângi.

DEFINIȚIE 1.1. E  se numește modul proiectiv dacă pentru orice epi- 
morfism de A-module p : F — > G și pentru orice morfism 
u : E — > G există f  G H o m ^ ^ F )  astfel ca u = p f. E  se numește 
injectiv dacă pentru orice monomorfism de A-rnodule i : F — > G și 
pentru orice morfisrn v : F — > E  există (j G Hom^țG'. E) astfel ca 
» = tF-

LEMA 1.2. Orice modul liber este proiectiv.

DEMONSTRAȚIE. Dacă (eA)AeA este o bază a modulului liber E  și 
p : F — > G este un epimorfism. pentru un morfism arbitrar 
u : E — > G alegem fx G p~} (u(ex)) pentru fiecare A G A. Asocierea 
O H  fx, ^ ^  A, definește o funcție E — > F care se extinde în mod unic 
{cf. proprietatea de universalitate a modulelor libere) la un morfism 
f  G Hom?i(F ,F )  cu proprietatea cerută în definiția 1.1. □

TEOREMA 1.3. Următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) E  este un modul proiectiv,
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(ii) pentru orice, epimorfism p : F — > G. morfismul indus

Honi4(£',p) : HonuțE, F) — > Hom ^E, G) , f  p f  ,

este surjectiv,
(iii) orice șir exact scurt de forma 0 — > F — > G — > E  — > 0 

este scindat,
(iv) există un modul G astfel încât E  ® G este modul liber.

D EMONSTRAȚIE. Echivalența primelor două condiții este clară. Să 
presupunem că E  este modul proiectiv. Condiția (iii) rezultă aplicând 
definiția 1.1 pentru epimorfismul G — > E  și pentru morfismul iden­
titate E — > E. Dacă (iii) este adevărată, fie F  un modul liber 
pentru care există un epimorfism f  : F — > E. Cum șirul exact 
0 — > ker f  — > F — > E — > 0 este scindat, avem F ~  E® ker f .

Să presupunem acum că pentru E este valabilă proprietatea (iv) 
și să considerăm un epimorfism arbitrar p : F — > G. Din Ierna ante­
rioară știm că pentru orice modul liber L, morfismul Hom/ț(E,p) este 
surjectiv. Dacă în plus E este sumând direct al lui L, se obține o 
diagramă comutativă

H o n u ^ F )  Hom ^E.G)

Hom,i(E,F) l 2 ! B ^  H o r n ^ G )

în care săgețile verticale sunt morfisme surjective. Condiția (i) rezultă 
din observația următoare. □

LEMA 1.4. Fie f  G Hom .ițF, G) și g E Homzi(G, E).
a) Dacă f  și g sunt epimorfisme, atunci g f  este epimorfism.
b) Dacă g f  este epimorfism. atunci g este de asemenea epimorfism.
COROLAR 1.5. a) Fie (Ex)x^x o familie de module. Atunci ®x^xEx 

este modul proiectiv dacă și numai dacă Ex este modul proiectiv pentru 
orice A 6 A.

b) Un sumând direct al unui modul proiectiv este modul proiectiv.

DEMONSTRAȚIE. Afirmația a) rezultă din teorema 1.3 și din aso­
ciativitatea și comutativitatca suinei directe de module, iar b) este un 
caz particular al proprietății a). □

COROLAR 1.6. Dacă E este un modul proiectiv de tip finit, există un 
modul finit generat G astfel încât E®G este modul liber. In particular, 
E este de prezentare finită.
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D EMONSTRAȚIE. Se consideră 0 — > G — > F — > E — > 0 un șir 
exact în care F este modul liber de rang finit. Conform teoremei 1.3, 
avem F ~  E ® G . De aici rezultă că G este finit generat pentru că este 
imagine omomorfă a unui modul de tip finit. în plus, din E ~  F/G 
rezultă că E  este de prezentare finită. □

Dualitatea modul proiectiv-modul injectiv nu funcționează foarte 
bine: chiar dacă rezultatele sunt analoage, demonstrațiile sunt de cele 
mai multe ori complet diferite și mult mai dificile pentru modulele 
injective.

TEOREMA 1.7. (Criteriul lui Baer) Următoarele afirmații sunt echi­
valente:

(i) E  este modul injectiv,
(ii) pentru orice modul G și orice submodul F al său, orice morfism 

v : F — > E se poate extinde la G,
(iii) pentru orice ideal I  < A și pentru orice v G Hom^f/jE), 

există o prelungire a lui v la A,
(iv) pentru orice ideal I  < A și pentru orice v € Hom 4(/,E), 

există x € E  astfel încât v(a) = ax pentru orice a E I ,
(v) orice șir exact scurt de forma 0 — > E — > F — > G — > 0 

este scindat.

TEOREMA 1.8. (Eckmann-Schopf) Pentru orice modul E  există un 
modul injectiv G și un morfism esențial E  — > G.

COROLAR 1.9. a) Fie (E x )\^  o familie de module. Atunci H AGA ^ A 
este modul injectiv dacă și numai dacă Ex este modul injectiv pentru 
orice A G A.

b) Un sumând direct al unui modul injectiv este modul injectiv.

DEMONSTRAȚIE. Echivalența de la a) rezultă din definiția modu­
lului injectiv folosind proprietatea de universalitate a produsului direct. 
Ultima parte rezultă din prima ținând cont că pentru o familie finită 
de module, suma directă este izomorfă cu produsul direct. □

Reamintim că un modul G este divizibil dacă pentru orice nondi- 
vizor al lui zero a e A și pentru orice x E G există y E G astfel încât 
x = ay. Această proprietate este echivalentă cu faptul că orice mor­
fism aA — > G, unde a £ Z(A), admite o prelungire A — > G. Folosind 
această noțiune, se pot da exemple de module injective.

EXEMPLE. 1. Orice modul injectiv este divizibil. Reciproca este 
valabilă dacă inelul este un domeniu cu ideale principale.

2. Q este un Z-modul injectiv care nu este proiectiv.
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Dacă Q ar fi Z-modul proiectiv, ar fi izoinorf cu un sumând direct 
al unui modul liber, deci Q ar fi Z-modul liber pentru că Z este inel 
principal. Evident Q nu este izoinorf cu Z, deci o bază a sa conține cel 
puțin două elemente distincte x = a/b și y — c/d, cu a, b, c, d € Z*. 
Relația de dependență liniară cbx — ady = 0 contrazice faptul că x și y 
fac parte dintr-o bază a lui Q.

3. Pentru orice număr natural n > 1, Z /nZ  este Z/nZ-modul 
injectiv, dar nu este Z-modul injectiv.

Idealele inelului Z /nZ  sunt principale, generate de divizorii lui n. 
Se folosește criteriul lui Baer pentru a conchide că Z/nZ este modul 
injectiv peste el însuși. Grupul abelian subiacent inelului Z /nZ nu este 
divizibil (de pildă, nu există y € Z/nZ astfel încât ny = 1).

4. în inelul A := Z/6Z, idealul 34 este modul injectiv și proiectiv 
(pentru c ă 4  = 34®  24), dar nu este 4-modul liber (anulatorul său 
fiind idealul nenul 2/1).

Rezultatul următor, cunoscut și sub numele de Ierna serpentinei, se 
folosește în multe demonstrații.

LEMA 1.10. (Lema șarpelui) Fie o diagramă comutativă de A-module

0 ------> F3 F2 F} ------- > 0

V3 V 2 V]

0 ------> G3 C2 Gx -------> 0
Notăm Et := ker Vi, Hi := coker Vi (i = 1, 2, 3) și f t : Et — > E ^ i, 
resp. g'i : Ht — > H t_\, morfismul indus de fi, resp. gl; (i = 2, 3 / 
Dacă liniile diagramei sunt exacte, există un morfism d : E\ — > H3 
astfel încât șirul

0 — > E3 Ă  E2 ^  E x ^  H3 H2 ^  H\ — > 0 

este exact.

DEMONSTRAȚIE. Construcția lui d. Pentru x } G E } alegem 
x 2 G F2 astfel încât f 2 (x2) = aj și notăm y2 := v2 țx2). Din g2{y2) = 
= <72(̂ 2 (^2)) = Vițf-ițx-ff} = Vițx,i) = 0 rezultă existența unui element 
y3 G G3 astfel ca g3 fy3) = y2 . Se definește d{xi) ca fiind imaginea lui 
y3 în H3 . Să arătăm că asocierea este bine definită. Dacă x2 G F2 
este un alt element din preimaginea lui X] prin f 2 , atunci x 2 -  x 2 G 
G ker f 2 = Im f 3 , să spunem x2 — x'2 = f 3 (x3 ), cu x3 G F3 . Atunci 
^2(^2) ~ v2 (x2 ) = v2 ( f3 (x3)) = <73 (v3 (x3)), deci y2 și v2 țx'2 ) au aceeași 
imagine în coker v3 = H3 . .

Din definiția lui d se obține ușor că este aplicație liniară.
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Exactitatea în E\. Dacă d(x\) = 0, înseamnă că y3 G Ini v3 . Din 
y3 = ^ ( L3 ) CU ri e F3 obținem y2 := g3 (y3) = g3 (v3 (x3)) = v2 ( f3 (x3)). 
Cum y2 = v2 (x2 ). avem x2 -  f 3 (x3) G E2 și f 2 (x2 -  f 3 (x3 )) = f 2 (x2) = 
= *7*i, adică Ti € Im / 2 . Așadar, ker d C Im f 2 . Incluziunea contrară 
este clară din definiția lui d.

Exactitatea în H3 . Incluziunea Im d C ker g3 este consecința ime­
diată a construcției lui d. Reciproc, fie z3 £ ker g3 și y3 6 G3 un 
reprezentant al său. Atunci g3 (y3) € Im v2 , să spunem g3 (y3) = v2 (x2), 
cu x2 G F2 . Din relațiile 0 = g2 (g3 (y3)) = g2(v2 (x2)) = Vi(f2 (x2)) 
rezultă x^ := f 2 (x2 ) G Ei și apoi d(x^) = 0 din definiția lui d.

Exactitatea în celelalte module ale șirului din concluzia lemei este 
ușor de verificat. □

în multe aplicații este important a distinge modulele proiective de 
cele libere. Această distincție nu există în contextul în care ne plasăm 
de obicei.

PROPOZIȚIE 1.11. Fie (A ,M ,K ) un inel local (nu neapărat noe- 
therian) și E un A-modul de prezentare finită. Atunci următoarele 
condiții sunt echivalente:

(i) E  este modul liber,
(ii) există un șir exact de A-module 0 — > Q P — > E  — > 0 

cu P modul proiectiv și v := v ®A K  : Q/M Q — > P /M P 
monomorfisrn.

DEMONSTRAȚIE. Dacă E este liber, se obține o prezentare pen­
tru care condiția (ii) este îndeplinită luând P = E și u = IE - Re­
ciproc, să presupunem condiția (ii) îndeplinită pentru E. Considerăm 
o prezentări' pentru E  de forma 0 — > G —̂-> F E  — > 0 cu F 
modul liber de rang finit, egal cu numărul minim de generatori pen­
tru E, și G modul finit generat (consecință a ipotezei E  de prezentare 
finită). Din definiția 1.1 rezultă existența unui morfism h : P — > F 
cu u = fh . Prin reducere modulo AI se obține o diagramă comutativă 
de F-spații vectoriale

P /M P  =  P /M P

îi u

F /M F  — E /M E
Din modul în care a fost ales F  rezultă injectivitatea morfismului 

indus f  : F /M F  — > E /M E  (fiind aplicație surjectivă între două 
spații vectoriale de aceeași dimensiune). Prin urmare h = f  u este 
de asemenea surjectiv. Lema lui Nakayama conduce la concluzia că
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h este epimorfisrn. Este ușor de verificat că morfismul q : Q — > G, 
x i-A- h(v(x)), indus de h este încă surjectiv și are nucleul izomorf cu 
ker h. Se obține o diagramă de /l-module ale cărei linii și coloane sunt 
exacte:

0 0

N  =  N

0 ------> Q — P E  ------ > 0

<7 h IE

0 ------> G — F — E  -------> 0

0 0
Prin reducere modulo idealul maximal M  se obține diagrama urmă­

toare de /C-spații vectoriale:
0

N /M N  =  N /M N

0 ------> Q/M Q ------> P /M P  ------> E /M E  ------> 0

G/M G F /M F  E /M E  ------> 0

0 0
Linia din mijloc este exactă conform condiției (ii), linia de jos și coloana 
din stânga sunt exacte datorită exactității la dreapta a produsului ten- 
sorial, iar coloana din mijloc este exactă pentru că se obține tensorizând 
un șir exact scindat (se aplică Ierna 1.2 și teorema 1.3). Se verifică apoi 
că g : G/M G — > F /M F  este monomorfism. Am stabilit deja că f 
este izomorfism, prin urmare G/M G  = 0. Cum G este modul finit 
generat, din Ierna lui Nakayama rezultă G =  0. Așadar, E ^  F  este 
modul liber. □
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PRO POZIȚIE 1.12. Un A-modul E de prezentare finită este, proiectiv 
dacă și numai dacă Ep este Ap-modul proiectiv pentru orice 
P  6  S pec  .4.

D EMONSTRAȚIE. Evident, orice localizat al unui modul proiectiv 
este modul proiectiv peste inelul de fracții. Reciproca rezultă din carac­
terizarea dată la punctul (ii) din teorema 1.3, din principiul local-global 
și din Ierna următoare. □

LEMA 1.13. Fie .4 un inel și S  un sistem multiplicativ închis din 
A. Dacă E și G sunt două module astfel încât E  este de tip finit (resp. 
de prezentare finită), atunci morfismul canonic de S~ x A-module

S - ’H o m ^ E ^ )  — > H o m s - i ^ S - ^ S - ’G) 
este injectiv (resp. bijectiv).

DEMONSTRAȚIE. Rezultatul este valabil pentru E = A deoarece 
H om ^^jG ) ~  G. întrucât luarea morfismelor și localizarea comută 
cu sumele directe finite, rezultă că Ierna este adevărată pentru E  modul 
liber de tip finit. In cazul în care E  este de prezentare finită, există un 
șir exact Fi — > F — > E  — > 0, în care F} și F  sunt 4-module libere 
de rang finit. Se obține diagrama comutativă de S - 1 Â-module

0 0

S -'H o m ^f^G ) - ----> H o m s - i^ S - ^ S ^ G )

S ^ H o m ^ G )  - ----> H o m s - .^ ^ - 'F ^ - 'G )

S - ’H o m ^/j.G ) - — > H o n is - i^ S - 'R .S - 'G )
în care coloanele sunt exacte, iar ultimele două săgeți orizontale sunt 
izomorfisme. Folosind lema șarpelui, se deduce imediat afirmația pen­
tru E  modul de prezentare finită. Dacă E este doar de tip finit, în 
această diagramă nu există pătratul de jos, deci săgeata orizontală de 
sus este monomorfism. □

P ROPOZIȚIE 1.14. Un modul E de tip finit peste un inel local (.4, AI, K) 
este proiectiv dacă și numai dacă este modul liber.

DEMONSTRAȚIE. Dacă E  este proiectiv, el este de prezentare finită 
conform corolarului 1.6. Se invocă apoi propoziția 1.11 pentru șirul 
exact 0 — > 0 — > E — > E  — > 0. □
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EXEMPLE. 1. Un exemplu de modul proiectiv care nu este liber se 
obține considerând un corp K, inelul .4 := K  ® K  și E  := 0 ® K.

2. Un exemplu de sorginte geometrică: inelul de coordonate al sferei 
reale bidimensionale .4 := R[Ă, K, Z ]/(X 2 + Y 2 + Z 2 — 1) =: R[i,i/, z] și 
modulul E := (AdX ® AdY ® AdZ)/ (xdX + ydY + zdZ). Faptul că E 
este .4-modul proiectiv, dar nu liber, se exprimă echivalent: fasciculul 
tangent la sfera reală bidimensională nu este trivial. Metaforic vorbind, 
„nu poți pieptăna părul de pe un cap sferic fără cărare sau vârtej".

EXERCIȚII.
1. Un 4-modul E  este proiectiv dacă și numai dacă există o submul- 

țime I  C E  și pentru fiecare i E I  există un morfism f t : E  — > A 
astfel încât pentru orice e £ E, familia (/i(e)).£ / este de suport finit și 
e  = E l6 /Â ( e )-

2. Dacă E  este un 4-rnodul proiectiv care nu este finit generat, 
există un modul liber F  astfel încât E ® F — F .

3. Fie F, G submodule proiective ale unui modul E. Arătați că 
F + G este proiectiv dacă și numai dacă F ® G ~  (F + G) ® (F Q G).

4. a) E  este modul proiectiv dacă și numai dacă pentru orice 
morfism surjectiv f  : F — > G între module injective și pentru orice 
g G Hom?ț(E ,G ) există un morfism h : E  — > G astfel încât g = fh .

b) E  este modul injectiv dacă și numai dacă pentru orice mor­
fism injectiv f  : F — > G între module proiective și pentru orice 
g 6 Hom^fF, E) există un morfism h : G — > E  astfel încât g = h f.

5. Fie A un domeniu de integritate. Atunci orice ^4-modul fără 
torsiune și divizibil este injectiv.

6. Dacă E  și F  sunt două module injective astfel încât E  este 
izornorf cu un submodul al lui F și F este izomorf cu un submodul al 
lui E, atunci E ~  F.

7. Orice modul indecompozabil care este și proiectiv și injectiv este 
izomorf cu un ideal principal generat de un idempotent al inelului.

8. Pentru K  corp și A o mulțime infinită se consideră inelul .4 := K A 
și idealul său /  := K ^ . Arătați că /  este sumă directă de A-module 
simple injective, dar nu este .4-modul injectiv.

2. Dimensiune proiectivă

Noțiunea căreia îi este dedicată această secțiune este rezultatul com­
binării a două idei. Prima a fost impusă de faimosul memoriu al lui D. 
Hilbert din 1890: informații despre structura unui modul pot fi obținute 
indirect, studiind modulele sale de relații. Cealaltă idee cunoaște multi­
ple întrupări în matematică: o proprietate poate fi studiată asociindu-i 
o caracteristică numerică și comparând-o fie cu numărul corespunzător
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altor proprietăți, fie cu numărul asociat altor obiecte cu aceeași pro­
prietate.

Pentru orice modul E  peste un inel A există un șir exact

0 — > Gi — > Fo ^  E  — >0

în care Fo este liber și Ci = ker E este numit primul modul de syzygy 
(sau relații) ale lui E. Prin iterarea acestei construcții se ajunge la 
noțiunea de rezoluție liberă

1F. : . . .  ^  Fn - ^  . . . -^> Fr - ^  Fo E  —^ 0  . (20)

Dacă inelul este noetherian și modulul este de tip finit, în șirurile con­
struite mai sus se poate alege Fn de rang finit pentru orice n 6 N.

D EFINIȚIE 2.1. Un șir exact (20) în care Fn este modul liber (resp. 
proiectiv) pentru orice n 6 N se numește rezoluție liberă (resp. proiec­
tivă') a lui E.

Este preferabilă studierea rezoluțiilor proiective din motive ce vor 
deveni clare după ce vom cunoaște câteva dintre proprietățile lor.

LEMA 2.2. a) Dacă S este un sistem multiplicativ închis și (20) 
este o rezoluție liberă (resp. proiectivă) a lui E, atunci

... — > S~ l Fn S^ >  ... - ^  S ^ F J ^  S ^ F Q S- ^  S ^ E  — > 0

este o rezoluție liberă (resp. proiectivă) a lui S~ i E.
b) Fie B o A-algebră care este A-modul liber. Atunci

. . . — + B®A Fn " M "  .. .  — > B®A F1 B^ '  B® A F0 B® A E  — > 0

este o rezoluție, liberă (resp. proiectivă) a lui B ®A E.

DEMONSTRAȚIE, a) Localizarea fiind functor exact, exactitatea și­
rului se păstrează prin localizare. Apoi localizatul unui modul liber 
(resp. proiectiv) are aceeași proprietate peste inelul de fracții.

b) Exactitatea șirului extins decurge din platitudinea lui B ca 
A-modul. Mai este nevoie de faptul că extinsul unui modul liber (resp. 
proiectiv) este tot așa. □

O situație importantă se întâlnește atunci când într-o rezoluție 
proiectivă apare un modul nul.

DEFINIȚIE 2.3. Se spune că E  are dimensiunea proiectivă finită 
dacă există o rezoluție proiectivă de forma

0 — > Fn — > .. .  — > F\ — > Fo — > E  — > 0 .
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Minimul lungimilor unor astfel de rezoluții este numit dimensiunea 
proiectivă a lui E  și se notează pd 4 E. Daca nu există rezoluții finite 
pentru E, se pune pd.4 E  = oc.

Un modul este proiectiv dacă și numai dacă pd.4 E  = 0. In general 
pd.4 E  poate fi considerată o măsură a „depărtării" modulului de a fi 
proiectiv. Evident, pentru orice modul există o infinitate de rezoluții 
proiective. Pentru a le compara folosim următorul rezultat:

P ROPOZIȚIE 2.4. (Lema lui Schanuel) Fie n > 1 și șirurile exacte 
de lungime n în care Ft și Gi ( 0 < i < n —1) sunt module proiective

0 ^ C n ^ +  F ^ - ^  . . . - ^  Fo ^  E  ,

Hn ^  Gn _i ^  ... A  Go E — > 0 .

Atunci:
a) Cn ®Gn -\ ®Fn -2®G n -3®- • • — Hn ®Fn ~\ ®Gn -2®Fn ^^® ...  ,
b) Cn este proiectiv dacă și numai dacă Hn este proiectiv.

DEMONSTRAȚIE. Pentru a demonstra afirmația de la punctul a) 
raționăm prin inducție după n.

în cazul n = 1, cum Fo și Go sunt proiective, există morfisme 
u : Fo — > GQ ȘÎ v  : GQ — > Fo astfel încât E = TIU și ir = EV. Identificăm 
C\ cu submodulul fi(C i) al lui Fo și H\ cu submodulul gi(Hi) al lui Go- 
Endomorfismele a și ^  ale lui Fo ® GQ definite prin relațiile a (r , y) : = 
:= (x,y — u(x)) și/3(x,y) := (x — v(y), y) sunt automorfisme. Se verifică 
imediat că a~ x (3 este izomorfismul căutat.

Presupunem acum că n > 1 și că afirmația a) a fost stabilită pentru 
șirurile de lungime inferioară. Să notăm Cn _] := Im f n _\ și Hn ^i : = 
:= Im gn -i- Conform ipotezei de inducție există un izomorfism

Cu -\ ® Gn -2 ® Fn _o ® ... ~  Hn ~i ® Fn _2 ® Gn -o ® ...

și două șiruri exacte

0 — > Cn — > Fn ..]®G„_2®Fi-3®' • • — Gn _]®Gn _2®F1„_3®... — > 0,

0 — > Hn — > G„_]®F„_2®Gn -3® ... — > H„_]®Fn _2®G„_3®... — > 0 
Conform cazului n = 1. de aici rezultă izomorfismul căutat.

Afirmația b) rezultă din a) întrucât un sumând direct într-un modul 
proiectiv este proiectiv. □

Lema lui Schanuel explică de ce este preferabilă folosirea rezoluțiilor 
proiective și nu a celor libere. în cele mai multe cazuri, un sumând 
direct al unui modul liber nu rămâne modul liber.
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COROLAR 2.5. Fie 0 — > Cn - ^  F ,^  !̂  . . .  - ^  F(} ^  E — >0 
im șir exact ÎJI care F*, 0 < i < n, sunt inodule proiective. Atunci:

a) Cn  este niodul proiectiv dacă și numai dacă pd E < n.
b) Dacă pd E > n, atunci pd Cn = p d  E -  n.

D EMONSTRAȚIE, a) Necesitatea este clară, iar suficiența rezultă 
întrucât , conform propoziției precedente, Cn este sumând direct într-un 
modul proiectiv construit din rezoluția dată și dintr-o rezoluție proiec­
tivă de lungime n (ce se obține completând eventual o rezoluție proiec­
tivă de lungime minimă a lui E  cu module nule).

b) Dacă pd E  = oo, atunci și Cn are dimensiunea proiectivă infinită 
(altfel, prelungind o rezoluție proiectivă finită a sa cu șirul dat se obține 
o rezoluție proiectivă de lungime finită pentru E). în cazul pd E = t < 
< oo și t > n, considerăm un șir exact de forma 0 — > Ct — > G t-\ — > 
. . .  — > Gn — > Cn — > 0 cu Gj proiective (n < i < t). Se obține un șir 
exact 0 — i Ct — t Gt-\ — t . . .  — t Gn — 1 Fn _] — > .. .  — > EQ — 1 
E  — > 0. Conform celor demonstrate la punctul a), Ct este proiectiv, 
deci pd Cn < i -  1 — n + 1 = t — n. Inegalitatea pd Cn > pd E — n se 
obține legând de șirul dat o rezoluție proiectivă ce dă pd Cn . □

COROLAR 2.6. Dacă A este un inel noetherian și E  este un 
A-modul de tip finit, atunci pdA E = su p fp d ^  (EH ) : M  6 Max A }.

DEMONSTRAȚIE. Dacă d notează acest supremum, din Ierna 2.2 
se deduce pd^ E > d, astfel că demonstrația s-a încheiat în cazul 
d = oo. Să presupunem acum d < oo și să considerăm un șir e­
xact 0 — > Cd — i Fd-\ —  ̂ .. .  — i EQ — > E  — > 0 în care F, 
sunt module libere de rang finit. Atunci Cd este modul finit generat și 
rezultatul precedent implică faptul că toate localizatele sale în idealele 
maximale sunt proiective (deci libere, conform propoziției 1.14). Cum 
proprietatea unui modul de prezentare finită de a fi proiectiv este o 
proprietate locală (cf. propoziția 1.12), rezultă Cd proiectiv. Așadar, 
pd .i E = d. □

COROLAR 2.7. pd E^® E2 = sup { pd E lr pd E2 }.

DEMONSTRAȚIE. Făcând suma directă „termen cu termen “ a două 
rezoluții proiective pentru E\ și respectiv E2 , se obține o rezoluție 
proiectivă pentru E] ® E2 . Se aplică corolarele 2.5 și 1.5. □

EXEMPLE. 1. Fie idealul I  generat de clasa lui 2 în inelul finit 
.4 Z/6Z. Atunci Ann^ /  = 3/1. Notând J  := 3/1, se obține
Ann^ J = I, astfel că șirurile

0 — >.7 — 7 A I — >0 și 0 — > I  — > A ^  J — >0,
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2
unde A — > I  este morfisrnul de înmulțire cu 2. sunt exacte. Ultimul 
șir este o rezoluție proiectivă pentru J  întrucât, conform exemplului 4 
din secțiunea precedentă, 7 este A-modul proiectiv. Dar dimensiunea 
proiectivă a lui J  ca /l-modul nu este 1, ci 0, pentru că J este modul 
proiectiv din aceleași motive ca și I.

2. Pentru idealul 7 := 34 al inelului .4 := Z/9Z se găsește un șir
3

exact de forma 0 — > 7 — > A — > 7 — > 0. Din propoziția 1.14 rezultă 
că 7 nu este A-modul proiectiv. Așadar, o rezoluție proiectivă pentru 
7 este

. . .  — > A — > A — > .. .  — > A — > 7 — > .0
și pd3  7 = oo.

P ROPOZIȚIE 2.8. Orice șir exact 0 — i Ei —  ̂ E2 —  ̂ E3 —  ̂ 0 
de A-module poate fi introdus într-o diagramă comutativă

0 0 0

0 ------> G[ ------> G2 ------1 G% ------> 0

0 ------> Fi — F2 F3 ------ > 0

Vi ^2 V3

0 ------> Ei —^  E2 —^—> E3 ------ > 0

0 0 0
cu liniile și coloanele exacte, unde F i. F2 și F3 sunt module proiective.

DEMONSTRAȚIE. Coloana din stânga, resp. dreapta, este o prezen­
tare arbitrară pentru E } , resp. E3 . Modulul F2 : = F} ® F3 este 
proiectiv conform corolarului 1.5. Notăm i : Fi — > F2 incluziunea 
canonică și p : F2 — > F3 proiecția canonică. Morfisrnul V2 : F2 — > E2 
este definit în modul următor: întrucât F3 este modul proiectiv, există 
u 6 Hom.4(F3 ,£ ’2) astfel încât t'3 = gu: pentru (.? !. r3) 6 F2 punem 
^ ( i i j j )  := f(v i(x i)) + u(x3). O verificare de rutină ne asigură că 1:2 
este un morfism de module.

Arătăm că V2 este surjectiv. Fie y2 G E2 și x3 G F3 astfel ca 
^3(^3) = 77(2/2)- Atunci g fo ) = g(u(x3)) este echivalent cu y2 — u(x3) 6 
G ker g = Im f ,  ceea ce se întâmplă dacă și numai dacă există yi în 
Ei cu y2 = u{x3} + f(y i). Din surjectivitatea morfismului cj rezultă
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i/i € Im c,. Cum g2 a fost arbitrar în E2 , s-a obținut că v2 este morfism 
surjecîiv.

Este ușor eh' verificat comutativitatea pătratelor inferioare din dia­
gramă. Se pune G2 := ker v2 și cu Ierna șarpelui se obține exactitatea 
liniei superioare. □

Iterând construcția din propoziția 2.8, se obține că orice șir exact 
scurt apare ca o ultimă linie într-o diagramă comutativă cu liniile și 
coloanele exacte, în care coloanele au aceeași lungime, arbitrar de mare, 
și cu excepția eventual a ultimului termen - conțin numai module 
proiective.

T EOREMA 2.9. (Teorema de comparație) Fie dat un șir exact scurt 
0 — 1 E\ — 1 E2 — t E% — t 0. Atunci.'

a) Dacă două module din șirul dat au dimensiunea proiectivă finită, 
și cel de al treilea modul are dimensiunea proiectivă finită.

b) In acest caz pd E2 < max{ pd Ej, pd E3 }, iar dacă inegalitatea 
este strictă, atunci pdE3 = p d £ ]  +  l.

DEMONSTRAȚIE, a) Să presupunem că două dintre modulele date 
au dimensiunea proiectivă finită. Raționăm prin inducție după n, ma­
ximul acestor dimensiuni. Dacă n = 0, două dintre modulele date sunt 
proiective. Dacă pd E3 = 0, atunci șirul dat este scindat și toate cele 
trei module sunt proiective. Dacă pd E3 ^  0, șirul dat constituie o 
rezoluție proiectivă de lungime unu pentru E3 , deci pd E 3 =  1. Fie 
acum n > 0. Construim o diagramă cu proprietățile din propoziția 
precedentă. Din corolarul 2.5 rezultă că două dintre modulele Gi, G2 , 
G  ̂ au dimensiunea proiectivă mai mică decât n. Aplicând acestora 
ipoteza de inducție, se obține pd G, < oo pentru z = 1, 2, 3. Este 
evident însă că pd E, = pd Gt + 1 pentru orice indice i.

b) De această dată inducția se face după d := pd E2 . In cazul 
d = 0, corolarul 2.5 implică pd E^ = pd Ei + 1 sau pd E^ = 0. 
Pentru E^ proiectiv, șirul dat este scindat, deci pd E\ = 0, astfel 
că s-a obținut proprietatea anunțată. Presupunem acum că d > 0 
și că aserțiunea a fost stabilită pentru toate șirurile exacte scurte în 
care termenul din mijloc are dimensiunea proiectivă cel mult d — 1. 
Din diagrama construită cu ajutorul propoziției 2.8 și din ipoteza de 
inducție (aplicabilă conform corolarului 2.5), rezultă

pd G2 < max{ pd G1; pd G3 }
și pd G3 = pd Gi + 1 în eventualitatea că pd G2 = max { pd G i,pd G3 ).

Dacă modulele Ei și E^ nu sunt proiective, atunci pd G ^ p d E , - ! 
pentru Î = 1, 2, 3, deci afirmația b) este stabilită în acest caz. Dacă 
E3 este proiectiv, atunci E2 — E! ® E3 și din corolarul 2.7 se deduce
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pd E^ = sup { pd E } , pd E^ } = pd E i. Dacă Ei este modul proiectiv, 
în diagrama dată de propoziția 2.8 avem Ci = 0 și G3 ~  G2, deci 
pd E2 = pd G2 + I = pd G3 + I = pd £3. □

EXERCIȚII.
1. Fie u : A — > B  un morfism de inele și F  un B-modul. Atunci:
a) pd4  F  < pdB F+ pd3  B.
b) Dacă B  este A-rnodul plat și E  este un A-modul, atunci 

p d ^ E ^  B) < pd^ E.
2. Fie E  un A-modul și (En )n >0 un lanț ascendent de submodu- 

le ale sale. Notăm F  := Un >o^n - Dacă există 1 G N astfel încât 
pd /1(En /E n + i) < t pentru orice n > 1, atunci pd^ F < t.

3. Pentru un inel A, următoarele afirmații sunt echivalente:
(i) orice ideal este modul proiectiv,
(ii) orice submodul al unui modul proiectiv este proiectiv,
(iii) orice modul factor al unui modul injectiv este injectiv.
4. Fie A un domeniu de integritate și K  corpul său de fracții. 

Pentru orice ideal I  se definește Z-1  ■.= {x  E K  : x l  Q A }. Se spune 
că Z este inversabil dacă ZZ-1  = A.

a) Verificați că pentru orice ideal I  < A, Z-1  este A-modul.
b) Arătați că un ideal I  este inversabil dacă și numai dacă este 

A-modul proiectiv de tip finit.
c) Arătați că orice ideal I  < A este inversabil dacă și numai dacă 

A-modulele injective coincid cu cele proiective.

3. Teorem a A uslander-B uchsbaum

In această secțiune vom considera un inel noetherian local (A, A/, K) 
și un modul de tip finit E. In acest context, dispare diferența între mo­
dulele proiective finit generate și modulele libere. Teorema Auslander- 
Buchsbaum exprimă o legătură între dimensiunea proiectivă și profun­
zimea unui modul de tip finit ce admite rezoluții libere finite.

D EFINIȚIE 3.1. O rezoluție liberă a lui E

Fn Fi Fo E  — > 0 (21)

este numită minimală dacă Irn f n C MFn -\ pentru orice n > l .
Altfel spus, o rezoluție liberă este minimală atunci și numai atunci 

când inorfismele din complexul obținut prin tensorizare cu corpul rezi­
dual sunt nule. In acest caz, Ierna lui Nakayama implică /i(F0 ) = pfE) 
și n(Fn ) = /t(Im f n ) pentru orice n > 1.
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Peni ni orice modul finit generat se poate* construi o rezoluție mi­
nimală: se ia F  ̂ liber de rang egal cu numărul minim de generatori 
ai lui E: atunci Co := ker (Fo — > E) C MFo; se ia Fi liber de 
rang egal cu p{Co)- ș.a.m.d. Deși această rezoluție a fost construită 
urmărindu-se ..optimizare locală" (fiecare modul liber să aibă numărul 
minim de generatori), ca este ^economicoasă global1': se poate arăta 
că este sumând direct în orice rezoluție liberă pentru E. In consecință, 
orice două rezoluții minimale ale aceluiași modul sunt izomorfe.

LEMA 3.2. Pentru orice două rezoluții libere minimale ale lui E

...  ^  Fr Fo - ^  E

. . . 9- ^  Gn ^  ... ^  G } ^ G o E
avem p{Fn ) = fi(Gn ) pentru orice indice n.

DEMONSTRAȚIE. Din definițien(F0 ) = n(E) = p(G0). FieCn + ! := 
:= Im f n + i, Hn + i := Im gn+} (n > 0). Din lema lui Schanuel se deduce

Cn+i ® Gn ® Fn ~i ® Gn -2 ... ~  Hn + i ® Fn ® Gn _] ® Fn ~2 ffi • • •

Dacă s-a demonstrat deja fi(Fi) = ffiGi) pentru i < n, folosind acest 
izomorfism rezultă /i(Fn + i) = p(C tl+1) = p{Hn + i) = //(C„+ i ). □

DEFINIȚIE 3.3. Invariantul fii := pțFfi, i € N, se numește cel de 
al i-lea număr Betti al lui E. Numerele Betti ale corpului rezidual se 
numesc numerele Betti ale inelului.

Numerele Betti intervin în numeroase locuri în algebră. Cu ajutorul 
lor se caracterizează unele clase de module sau inele. Deocamdată 
arătăm că dacă în șirul numerelor Betti ale unui modul apare o valoare 
nulă, toate numerele de indice mai mare vor fi nule.

COROLAR 3.4. Dacă (21) este o rezoluție liberă minimală a unui 
modul E  de dimensiune proiectivă finită n, atunci Fn  fi 0 și Ft = 0 
pentru orice t > n.

DEMONSTRAȚIE. Conform corolarului 2.5, Cn := Im f n este 
.4-modul liber, astfel că șirul exact

0 --- P tl ----- I'n-\ ----- • • • ----- FQ — > E  — > 0

este o rezoluție liberă minimală pentru E. Demonstrația se încheie 
aplicând rezultatul precedent. □

LEMA 3.5. Fie a 6 M un nondivizor al lui zero pe E. Atunci E 
este A-modul liber dacă și numai dacă E /aE  este A/aA-modul liber.
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DEMONSTRAȚIE. Dacă E  este A-modul liber, atunci E /aE  este 
A/uA-modul liber din proprietăți generale ale produsului tensorial. 
Demonstrăm reciproca. Fie o prezentare minimală 0 — > G — > F — > 
E  — > 0 pentru E, cu F  modul liber. Din Ierna șarpelui aplicată dia­
gramei comutative

0 ------> G ------> F ------> E  ------> 0

0 ------> G ------> F ------> E  ------> 0
în care morfismele verticale sunt omotetiile determinate de a, se obține 
un șir exact

Ann^ța) — 1 Annp(o) — 1 A nng^j — 1 G/aG — > F /aF  — 1 E /aE
(22) 

în care morfismul cel mai din stânga este injectiv, iar morfismul p este 
surjectiv. Prin ipoteză A nn^a) = 0. Dacă E /aE  este A/aA-modul 
liber, atunci p este izomorfism, întrucât F /aF  și E /a E  au același 
număr minimal de generatori. Rezultă G/aG  = 0, ceea ce, conform 
lemei lui Nakayama, este echivalent cu E ~  F. □

Același raționament justifică o afirmație mai generală.
LEMA 3.6. Dacă a E M este un nondivizor al lui zero pe A și pe 

E, atunci pd^țE) = pdA /a A (E/aE).

DEMONSTRAȚIE. NU avem nimic de demonstrat dacă cele două 
dimensiuni proiective sunt infinite. Folosim din nou șirul exact (22). 
In ipotezele prezentei lerne avem Annp(a) = 0, Anunța) = 0, deci a 
este nondivizor al lui zero pe G, iar șirul

0 — > G/aG — > F/aF  E /aE  — > 0

este exact. Concluzia dorită rezultă din lema precedentă dacă una din 
cele două dimensiuni proiective este nulă.

Să presupunem acum că p d ^ țf)  = n cu 0 < n < oo. Atunci 
pd^țG) = n — 1 conform teoremei de comparație. Prin inducție putem 
presupune pd^țG) = pd^/a^G/aG). Cum pdA /a A (E /aE) > 0 în vir­
tutea lemei 3.5, avem

^A/aA{E / a E ) = P^A /a A (G/aG) + 1 = pd4 (G) + 1 = pd4 (F) .

Un raționament similar se efectuează în cazul pdA /a A {E/aE) = t 
cu 0 < 1 < oo. □
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încheiem pregătirile necesare pentru demonstrarea teoremei Auslan- 
der-Buchsbaum cu un rezultat analog teoremei de comparație, rezultat 
ce descrie comportamentul profunzimii într-un șir exact scurt.

LEMA 3.7. Pentru un modul de tip finit E peste un inel local 
noetherian (.4, M, K) se consideră un șir exact de forma 
0 — > G — > F  — 1 E  — > 0. cu F liber de rang finit.

a) Dacă prof A > prof E, atunci prof G = prof E + l .
b) Dacă prof A = prof E, atunci prof G = prof E.

DEMONSTRAȚIE. Raționăm prin inducție după d := prof E. Pen­
tru d = 0, afirmația b) este evidentă, iar pentru a demonstra a) se 
consideră a ^ Z(4) și un șir (22), care dă Anng(a) = 0 și exactitatea 
șirului

0 — 1 Anng(d) — > G/aG — > F /aF  — > E /a E  — > 0 .

Din prof E = 0 conchidem că M  € A ss^F), adică M  =  Ann^rc) 
pentru un element nenul x al lui E. Atunci x € Anng(a), deci

M  € Ass (Anng(a)) C Ass (G/aG) ,

încât prof (G/aG) = 0. Aceasta, împreună cu relația deja stabilită 
a ^  Z(G), implică prof G = 1.

Dacă d > 0, se alege a E M \  (Z(A)uZ(E)) (posibil conform lemei 
de evitare) și se continuă raționamentul folosind șirul exact

0 — > G/aG — > F /aF  — > E /aE  — > 0 .

□

TEOREMA 3.8. (Teorema Auslander-Buchsbaum) Fie E  un modul 
finit generat peste un inel noetherian local (A, M, K). Dacă pd.ț E < oo, 
atunci pd E + prof E = prof A.

DEMONSTRAȚIE. Fie n := pd E  și

0 — > Fu — > Fn _i — > .. .  — > FQ — > E  — > 0

o rezoluție liberă minimală a lui E. Notăm G, := Im fi, 1 < z < n, și 
folosim inducția după d := prof A.

In cazul d = 0 există un element nenul și neinversabil a G A astfel 
încât al\I = 0. Dacă am avea n > 0, atunci din Fn C MFn ~i ar rezulta 
aF„ C aMFn _i = 0, deci Fn = 0, contrazicându-se pd E = n > 1. 
Așadar, n = 0, E  este modul liber și prin urmare profunzimea sa 
coincide cu profunzimea inelului.

Fie acum d > 0 și să presupunem că teorema este valabilă pen­
tru inele locale de profunzime strict mai mică decât d. Dacă E  are
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profunzimea strict pozitivă, conform lemei de evitare se găsește un c­
lement a în M  care este nondivizor al lui zero atât pe .4. cât și pe E. 
Atunci prof^țA/aA) = d -  1. p rof^E /aE ) = profi(E) -  1 și, con­
form lemei 3.6, pd,i/a.i(E/aE) = pd.^E). Concluzia dorită se obține 
aplicând ipoteza de inducție.

Dacă d > 0 și prof E = 0, din Ierna 3.7 rezultă prof Gi = 1. In plus, 
pd Gi = pd E -  1 și conform cazului demonstrat în aliniatul precedent 
prof G| + pd Gi = prof .4. După înlocuiri, ultima relație devine 
prof A = pd E. □

4. Caracterizări omologice pentru inele regulate

Metodele de sorginte geometrică sunt suficient de puternice pen­
tru un studiu al inelelor afine. Pentru a extinde rezultatele în cadrul 
abstract specific algebrei comutative, au fost „importate“ metode din 
topologia algebrică. In această secțiune prezentăm proprietăți ale ine­
lelor regulate în ale căror demonstrații se folosesc noțiuni și instrumente 
fundamentale din algebra omologică.

începem cu o sofisticată Iernă de evitare, una din multele posibilități 
de a rafina Ierna de evitare deja cunoscută.

LEMA 4.1. Fie I  și J ideale într-un inel noetherian .4 astfel încât 
J Q I, V țl^—VțJ}, (1(1/J) =: m. Dacă Pi, Ps sunt ideale prime a 
căror reuniune nu conține I , atunci există ai, . . . ,  am  € I  astfel încât:

a) I  = J  + {a i,.. . ,a m ),
b) reuniunea idealelor prime P3 nu conține nici unul dintre ele­

mentele Oi,
c) orice ideal prim Q ce conține idealul (« i,. . . ,  am ), dar nu conține 

I , are înălțimea cel puțin m.

DEMONSTRAȚIE. Construim iterativ (demente

« 1 , .  . . ,a r £ I \  u{ Pj : 1 < J < r}

ale căror imagini ă |, . . ., ăr în I / J  fac parte dintr-un sistem minimal 
de generatori ai acestui ideal și care au proprietatea

ht(Q) > r  pentru orice Q G V(o], . . . ,  ar ) \  V(/) .

Pentru r = 0 nu e nimic de arătat. Fie 1 < r < m și u,. . . ., ar cu 
proprietățile dorite. Alegem a G I astfel încât «i, .. ., ăr , ă fac parte 
dintr-un sistem minimal de generatori pentru I  /  J. Fie Qi, ■ ■ ■, Qt toți 
divizorii primi minimali ai idealului ța i,.. . ,a r ,a) care nu conțin I. 
Notăm X  mulțimea elementelor maximale (în raport cu incluziunea) 
d in{Q 1 , . . . ,Q ( ,P 1, . . . ,E } ,A j  - = { P e X  : a e P }, X 2 .= X \ X {.

https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



4. CARACTERIZĂRI OMOLOGICE PENTRU INELE REGULATE 117

Din ipoteza V (/)=V (J), modul de alegere a primelor din A" și din 
lenia de evitare rezultă ,7^  U{P : P e X  }. Alegem un element b din 
J \u {  P : P € X  }. Cu Ierna de evitare a idealelor prime se găsește un 
element c G D{ P  : P  G A'2 } \u {  Q : Q G X] }. Luând dr+ ) := a + bc, 
se vede că se verifică condiția b). Cum ar+1 — a € J, rezultă că ăj, 
. . âr , ăr+ I fac parte dintr-un sistem minimal de generatori ai lui 
I /J .  în fine, pentru Q € V(d1 ; . . .  ,d r + i) \  V(/), rezultă că idealul Q 
conține unul dintre Q\, ..., Q t , să spunem Q\. Conform ipotezei in­
ductive avem ht QY > r, iar prin construcție dr + i ^ Q\. Conchidem că 
ht Q > r + 1.

Astfel s-a încheiat pasul inductiv al demonstrației. Construcția se 
termină cu un șir de elemente care îndeplinesc toate condițiile cerute 
a), b), c). □

Folosind Ierna tocmai demonstrată, se poate întări un rezultat an­
terior.

P ROPOZIȚIE 4.2. Dacă I  este un ideal al unui inel noetherian A cu 
/AJ/ 12) > dimA, atunci [1(1) = p f l / I 2).

DEMONSTRAȚIE. Fie m := p ( I / I 2). Conform lemei anterioare, 
există di, . . ., am  G I  ale căror imagini în I / I 2 formează un sistem 
minimal de generatori pentru acest ideal și care au proprietatea că 
orice ideal prim ce conține (di, . . . ,  am ), dar nu conține I, are înălțimea 
cel puțin m. Din ipoteza m > dim A rezultă că V(d1 ; . .. ,  dm ) \ V(7) 
este mulțimea vidă, adică J := I /(a i,. . . ,am ) este un ideal nilpotent 
în inelul B := A /(a i ,. . .  ,am ). Pe de altă parte, J = J 2 pentru că 
di + / 2 , ..., am  + I 2 generează minimal A//-modulul I / I 2 . Conchidem 
J = 0, deci I  = (a!,. . . ,  am ) și fiți) < m = p(I / 12). Dar inegalitatea 
contrară are loc întotdeauna (decurge direct din definiții). □

Cândva am menționat în treacăt faptul că șirurile regulate se com­
portă ca variabilele într-un inel de polinoame. A sosit momentul ca 
această remarcă să primească o formulare precisă.

Fie /  = (di,. .. .  dm ) un ideal finit generat într-un inel A. Se verifică 
fără nici o dificultate că aplicația

: A / I I W , . . . ,  A„J - 4  gr; (A) , d + I  a + I , X t d. + I 2 , 

este un epimorfism omogen de A//-algebre graduate. Atenție: morfis- 
rnul <f depinde de elementele considerate, chiar dacă notația nu pune 
în evidență acest aspect!

PRO POZIȚIE 4.3. Fie A un inel (nu neapărat noetherian), d i ,  . .  ., 
am  un A-șir și I  = (a^,. . ., am ). Considerăm a?/a\, ..., am /a\ ca ele­
mente în inelul total de fracții Q(A) și definim un morfism de
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A-algebre

0 '  A\Y2 , . . .  ,Ym ] —  ̂ A[a2 / a i , . .. ,am /o.0 , h ^ « iA i i  ■

Atunci:
a) Morfismul surjectiv de A/I-algebre graduate <p este mi izomor­

fism.
b) 0 este un morfism surjectiv de A-algebre. al cărui nucleu este 

J • (®iY2 ^2, • ■ • >®iYm  am j .

DEMONSTRAȚIE. Prima afirmație este echivalentă cu următoarea: 
pentru orice polinom omogen F  G A pC ,. . . ,  A'm ] de grad d, din 
F (a i,... ,am ) G I d+X rezultă că F  are toți coeficienții din I. Mai 
departe, această proprietate are loc dacă și numai dacă orice polinom 
omogen care se anulează când este evaluat în șirul considerat are toți 
coeficienții din I. Să considerăm un polinom omogen 
F  G ApG, . . . ,  X m ] de grad d astfel încât F[a\, . . . ,  am ) = 0. Atunci 
adF (l, a2/a ! , . . . ,  am /ai) = F (a i,. . .  ,am ) = 0. Cum ad este nondivi- 
zor al lui zero pe A, înseamnă că F (l, Y2 , ■. ■, Ym ) aparține nucleului 
morfismului 0. Deoarece a\Y2 — a2 , ..., a\Ym  — am  sunt polinoame cu 
coeficienți în I, este suficient să demonstrăm punctul b).

Este evident că axYj — aj Gker 0 pentru 2 < j  < m. Demonstrăm 
incluziunea ker 0 Q J  prin inducție după lungimea șirului regulat. 
Pentru m = 2 și F  € A[Y2] astfel încât F(a2 /a }) = 0, cu teorema 
împărțirii cu rest (care funcționează în orice inel de polinoame dacă 
împărțitorul este polinom unitar!) se obține F(Y2) = (Y2 — a2 /a^g (Y 2), 
unde g G Q(A)[Y2]. După eliminarea numitorilor se obține o egalitate 
de forma ad F(Y2) = (a\Y2 — a2 )G(Y2), cu G G A[F2] și d G N. Con­
siderăm această relație rnodulo ad și, ținând cont că a‘{. a2 este A-șir, 
se găsește că toți coeficienții polinomului G sunt divizibili cu afi După 
simplificare cu acest nondivizor al lui zero rămâne F G (^i  ̂2 _  ^J )-

Fie acum m > 2. Morfismul 0 se factorizează astfel:

^[^2> • • •, bn] - —> A[a2/ai][Y3 , . . . , f m ] > A[a2 /« .| ,..., a^Jdi] .

unde 0 I (Y2 ) := a2/a \, 00Yj) := Yj pentru j  = 3, .... m, iar 02 este 
morfismul de zlf^/uj-algebre definit similar cu ti. Am văzut deja 
că ker 0\ = (aiY2 — a^MfîA, • . •. F™]. Notăm 13 := A[a2 /a\], Din 
a^B = (a],a2)B și B A[Z]/(a} Z  — a2 ) (cf. caz m = 2), rezultă 
B/a^B = B /(a } ,a 2 )B ~  A /(a t ,a2 )A[Z]. Șirul a3 , .. ., am  este regulat 
pe A /(a \,a 2 )A, deci și pe A /(a } , a2)A-modulul liber A /(a j, a2)A[Z], 
Conchidem că Oi, a3 , . . ., am  este B-șir. Conform ipotezei inductive. 
02 este izomorfism. □
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Există o reciprocă parțială a rezultatului formulat în prima parte a 
propoziției anterioare. O demonstrație se găsește în [19, capitolul VII, 
propoziția 5.3] sau în [14, capitolul V, propoziția 5.12].

TEOREMA 4.1. Fie. a.i, am  un sistem de generatori pentru un 
ideal propriu I dintr-un inel A. Presupunem că A t := A /(a i ,. . . ,  at )A, 
t = 0, 1, .. ., m, este separat în topologia l-adică. Atunci:

a) Dacă morfismul surjectiv de A/1-algebre graduate
; ^ /^ [^ b  • • • > gr /(-4) , Xi ai + I 2 ,

este izomorfism, atunci a^, ..., am  este un A-șir.
b) Dacă în plus A este inel noetherian, iar I  este ideal prim, atunci 

A este domeniu de integritate întreg închis în corpul său de fracții.
COROLAR 4.5. Dacă I este un ideal generat de un șir regulat, atunci 

A/l-modulele I m / I m +{ sunt libere pentru orice număr natural m. Dacă 
inelul este noetherian, I  este un ideal intersecție completă.

LEMA 4.6. Fie E un modul de tip finit peste un inel noetherian 
nenul A. Dacă există module libere de rang finit Fi, unde 0 < i < n, 
astfel încât șirul de A-module 0 — > Fn — > ...  — > Fo — > E  — > 0 
este exact, următoarele afirmații sunt echivalente:

(i) Ann E fi 0, 
n

(ii) ^ ( - l / r a n g E  = °> 
i=0

(iii) Ann E conține un nondivizor al lui zero pe A.

DEMONSTRAȚIE. Pentru orice ideal prim P asociat Iui A avem 
pd .^E 'p) < oo și prof (Ap) = 0, deci conform teoremei Auslander- 
Buchsbaum pd^^E p) = 0, adică Ep este Ap-modul liber. Printr-un 
argument inductiv ce folosește localizarea în P  a rezoluției libere din 
enunț se stabilește

rang (Ep) = J2 (- l)T a n g  F, . (23)
î=0

Presupunem că Z := Ann E fi 0 și arătăm prin reducere la absurd 
că există un ideal prim P  asociat inelului A astfel ca Ep = 0. Condiția 
(ii) va rezulta atunci din relația (23). Dacă E P , P € Ass A, este modul 
nenul, fiind liber, așa cum am văzut mai sus. înseamnă că A iin^E p  = 
= IAp  = 0. întrucât suportul unui modul finit generat constă din ide­
alele prime ce conțin anulatorul modulului, rezultă că Ann4(f) nu este 
conținut în P. Dacă această relație are loc pentru orice ideal P  asociat 
inelului A, rezultă că anulatorul idealului I  conține un nondivizor al 
lui zero a pe A. Din al = 0 se obține contradicția /  = 0.
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Arătăm acum că (ii) implică (iii). Comparând formula (23) și 
condiția (ii), se deduce E P = 0, adică IA P = Ap pentru orice 
P € Ass A. Din nou conchidem I  <£ P  și condiția (iii) rezultă din 
relația Z(d) — U{ P . P E Ass A }. □

Putem demonstra acum rezultatul central al acestui capitol:
T EOREMA 4.7. (Ferrand-Vasconcelos) Fie A un inel noetherian și 

I  ^  A un ideal al său.
a) Dacă I  este generat de un A-șir, atunci I / 12 este A/l-modul 

liber și pd A (A/I) < oo.
b) Reciproca este valabilă dacă A este inel local.

DEMONSTRAȚIE, a) Fie ai, ..., a f un șir regulat pe A ce generează 
I. Știm deja din corolarul 4.5 că I / I 2 este A/7-modul liber. Arătăm 
p d ^ fă /f) = t prin inducție după t. Cazul inițial Z = 0 este clar: atunci 
7 = 0 și A /I  = A fiind liber, p d ^ A //)  =  0. Fie acum t > 0. Din șirul 
exact

0 — > A /(a \ ,. . . ,  at _y) —l-  ̂ A /(a i,. . . ,  d(_i) — > A /(a i , . . .  ,a t ) — > 0 

și din ipoteza inductivă pd^ (A /(a j,. . .  , a (_i)A) =  £ — 1 se obține cu 
teorema de comparație pd^țA //) < t. Pentru orice P  € Spec A ce 
conține I, șirul ai . . ., at este Ap-regulat, deci

prof(AP ) = prof (A p /(a i,. . . ,  at )Ap) + t .

Folosind teorema Auslander-Buchsbaum și faptul că dimensiunea proiec­
tivă nu crește prin localizare, se obține:

t = prof (AP ) -  prof (AP / I A P ) = pdA p (AP /1 A P ) < 
<

b) Fie acum (A, M. K) un inel local noetherian. Vom arăta că orice 
ideal propriu l  cu proprietățile pd.ț(A/7) < oo și I / I 2 este A/7-modul 
liber de rang t este generat de un A-șir de lungime t. Ca de obicei, 
raționăm prin inducție, după t de această dată.

Când t = 0, avem I  = I 2 , deci 7 = 0 conform lemei lui Nakayama. 
Presupunem acum că £ > 0 și că aserțiunea a fost stabilită pentru ran­
guri mai mici decât t. Din Ierna 4.6 rezultă că I  conține un nondivizor 
al lui zero pe A. Alegem «|. .... at 6 I  clemente ale căror imagini ăi, 
. . ., ăt în 1 / 12 constituie o bază a acestui A/7-rnodul liber și notăm 
J := (a 2 ,...,a t ) + I 2 . Observăm că V(7) = V(J) și /.i(I /  J) = 1. 
Dacă A7 constă din elementele maximale ale mulțimii Ass A, atunci 
Z ?  U {7 : P  6 X  }. Din Ierna 4.1 rezultă existența unui nondivizor al 
lui zero b £ I a cărui imagine în 7/72 generează I /J .  înlocuind ai cu
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b, putem presupune că O] este un nondivizor al lui zero pe .4 ce induce 
o bază pentru A//-modulul 1 /.].

Introducem următoarele notații: 13 := A /a }A, L := l/a \A  și 
arătăm că B și L satisfac condiții analoage celor postulate pentru .4 și 
I. Intr-adevăr,

L /L 2 ~  I /(a l A + I 2) ~ { I / I 2)/ț{a }A + ^ ^ 
-  E L  «- • A /l  ~  £ -=2 a, • B /L

întrucât A/1 ~  B /L , deci L /L 2 este B /  L-modu\ liber. Din I  = a\A + J 
deducem l /a \ I  ~  (a^A/ay!) + {J/ail). Vom arăta că această sumă 
este directă. Avem a \A /a \I ~  A /I  pentru că ai este nondivizor al lui 
zero și Jr\a\A  = a \I întrucât ai induce bază pentru A//-modulul I /  .1. 
Prin urmare,

J /a }I  = J / ț j  r\ a}A) ~  (a^A + J)/a \A  = I /a x A = L

și (a iA /a il) D țJ/a^I) = 0. în concluzie, I /a \I  ~  (a \A /a } I) ® L.
Deoarece ai este nondivizor al lui zero și I  (ca și A /I)  are dimen­

siunea proiectivă finită, rezultă p d ^ Z /a j/)  = pd?i(/) < oo. Atunci 
pdg(L) < oo (dimensiunea proiectivă a unui sumând direct nu poate 
depăși dimensiunea proiectivă a modulului sumă directă) și din șirul 
exact de B-module 0 — > L — > B — > B /L  — > 0 rezultă cu teorema 
de comparație pdgțB /L) < oo.

Conform ipotezei de inducție, idealul L = I/a iA  este generat de un 
A/aiA-șir de lungime t — 1. Cum ai este nondivizor al lui zero pe A, 
înseamnă că I  este generat de un A-șir de lungime t. □

Din acest rezultat decurge o caracterizare omologică pentru inelele 
locale regulate.

COROLAR 4.8. Pentru un inel local noetherian (.4, AI, K), următoa­
rele afirmații sunt echivalente:

(i) .4 este un inel regulat.
(ii) pd^țK ) < oo.

Dacă una dintre aceste condiții este îndeplinită, atunci are loc egalitatea 
pdA (K) =  d ini .4.

DEMONSTRAȚIE. Deoarece Al/AI2 este A/zW-modul liber, din teo­
rema Ferrand-Vasconcelos rezultă că p d j(/f) < oc dacă și numai dacă 
AI este generat de un șir regulat. Această ultimă condiție înseamnă 
exact că A este inel regulat. Dacă A este inel regulat de dimensiune d, 
atunci M este generat de un șir regulat de lungime dși din demonstrația 
precedentă se știe că p d ^ K ) = d. □

Este ușor de obținut o caracterizare analoagă în cazul global:
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T EOREMA 4.9. (Auslander-Buchsbaum-Serre) Fie A un mei noe- 
thenan de dimensiune Krull fimtă d. Următoarele afirmații sunt echiva­
lente:

(i) .4 este inel regulat,
(ii) orice A-modul de tip finit are dimensiunea proiectivă cel mult 

d,
(iii) orice A-modul finit generat are dimensiunea proiectivă finită.

DEMONSTRAȚIE. Fie 4  un inel regulat și E  un modul de tip finit. 
Este suficient să arătăm că pdA M (EM ) < d pentru orice ideal maximal 
M  al lui A. Dacă dim AM  = 0, atunci AM  este corp (fiind inel local 
regulat de dimensiune zero), deci EM  este 4 M -modul liber. In cazul AM 
are dimensiunea strict pozitivă, există x G MAM \ (M2AM  U Z(A)). 
Atunci AM/ZAM  este inel local regulat de dimensiune dim AM — 1- 
Considerăm un șir exact de A^-module 0 — > G — > F — > EM  — > 0 
cu F  un d^-modul liber de rang finit. Cum fie G este nul, fie x este 
nondivizor al lui zero pe G, avem p d ^ țG )  = pdA M /x A M (G/xG). Din 
ipoteza inductivă rezultă pdA M /x A M (G/xG) < dim AM — 1, iar din 
teorema de comparație se deduce pdA M (A/M ) < dim AM - Astfel am 
demonstrat că (i) implică (ii).

Să presupunem că este îndeplinită condiția (iii). Atunci pentru 
orice M  G Max A, A-modulul A /M  are dimensiunea proiectivă finită, 
prin urmare pdA M (AM /  MAM ) < oo. Apoi se folosește corolarul 4.8 
pentru a conchide că AM este inel regulat. Conform definiției, rezultă 
că A este inel regulat. □

Se poate arăta că dacă A este inel regulat de dimensiune finită, 
atunci orice A-modul (nu doar cele de tip finit) are dimensiunea proiec­
tivă finită.

TEOREMA 4.10. (Teorema syzygy a lui Hilbert) Orice modul finit 
generat peste, un inel de polinoame cu coeficienți într-un corp are o 
rezoluție liberă de lungime cel mult numărul variabilelor.

D EMONSTRAȚIE. Fie K  un corp și A := A[A4,. . . ,  An ] un inel de 
polinoame. Cum A este inel regulat de dimensiune Krull n conform 
corolarului II.4.26, din teorema Auslander-Buchsbaum-Serre se obține 
că orice A-modul de tip finit are o rezoluție proiectivă de lungime cel 
mult n. Concluzia anunțată rezultă din următorul rezultat. □

TEOREMA 4.11. (Quillen-Sushn) Dacă A este un domeniu princi­
pal, toate A [A i,. . . , X n ]-modulele proiective finit generate sunt libere.

Acest enunț își are originea într-o remarcă făcută de Serre în 1955: 
„nu se știe dacă există A-moduIe proiective de tip finit care să nu fie
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libere", unde A este un inel intr-un număr finit de nedeterniinate peste 
un corp. După o serie de rezultate parțiale obținute de mai mulți 
matematicieni, în 1976 Quillen și Suslin dau simultan și independent 
două demonstrații diferite pentru enunțul consemnat în teorema 4.11. 
O demonstrație este dată în [14], O amplă prezentare a rezultatelor 
legate de problema lui Serre se găsește în [8j.

Folosind teorema Auslander-Buchsbaum-Serre, se poate studia foar­
te ușor stabilitatea regularității la operațiile uzuale din algebra comu­
tativă.

PROPOZIȚIE 4.12. Orice localizat al unui inel noetherian și regulat 
are aceleași proprietăți.

DEMONSTRAȚIE. Este suficient să arătăm că dacă A este inel noe­
therian regulat și P este un ideal prim al său, atunci Ap este inel 
regulat. Fie M  G Max 4  cu P  C M. Din caracterizarea omologică a 
inelelor regulate și conform corolarului 2.6 avem

PAAP (A P /P A P) < P^AM (A M /P A M ) < oo ,
deci conform corolarului 4.8, Ap este inel regulat. □

PROPOZIȚIE 4.13. Dacă inelul noetherian A este regulat, la fel este 
orice inel de polinoame A[X^,. . . , Xn ],

DEMONSTRAȚIE. Vom demonstra afirmația pentru zi = 1, cazul 
general rezultând printr-un raționament inductiv în care se folosește 
construcția iterativă a inelului de polinoame

< 1, . . . ,X n ] =  /l[Ă1 1 . . . HYn _1]|Ăn j .
Fie Q G Spec A[.Y] și P := Q Q A. Atunci A[X]Q = (AP [X])Q și 

idealul maximal al acestui inel local are urma pe inelul de coeficienți 
Ap tocmai idealul maximal PAp. Se aplică rezultatul următor. □

LEMA 4.14. Fie (A ,M ,K ) un inel local regulat și Q G Spec A[X] 
cu Q D A = AI. Atunci A[X]Q este inel regulat.

D EMONSTRAȚIE. Cum AIA[X] C Q, avem
dim ,4 = ht AI = ht AIA[X] < ht Q = dim AfA]Q .

Dacă Ă/A[A'] = Q, atunci dim A = dim A[X]Q și Q este generat 
de dim .4 elemente, deci A[A]Q este inel regulat prin definiție. Dacă 
1/.4[A] f  Q, atunci dim 4[Â]Q > dim .44-1. Deoarece A[X]/M A[X] ~ 
~  /<[X] este domeniu principal, imaginea idealului Q în acest inel este 
generată de un singur element, astfel că idealul Q este generat de exact 
dim A 4- 1 elemente. Rezultă

edim .4[X]Q < dirn A 4- 1 < dim A[A]Q .
https://biblioteca-digitala.ro / https://unibuc.ro



124 4. METODE OMOLOGICE ÎN STUDIUL INELELOR REGULATE

Dar dimensiunea de scufundare este întotdeauna cel puțin cât dimen­
siunea inelului, astfel că inegalitățile precedente sunt de fapt egalități.

□

Reciproca propoziției 4.13 este adevărată, dar pentru a o demon­
stra avem nevoie de un rezultat referitor la transferul regularității prin 
morfisme plate.

T EOREMA 4.15. Fie u : (A ,M ,K ) — > (B ,N ,L ) un morfism plat 
și local de inele locale noetheriene.

a) Dacă B este inel regulat, atunci .4 este regulat.
b) Dacă A și B /M B  sunt inele regulate, atunci B este inel regulat.

DEMONSTRAȚIE, a) Prin tensorizarea cu B a unei rezoluții libere 
minimale a A-modulului K  se obține o rezoluție liberă (căci B  este 
4-modul plat) minimală (întrucât u(M) Q N) a B-modulului 
K  ®A B ~  B /M B . Prin urmare, pd^țA") = pds(B /M B ) < oo și 
afirmația rezultă din corolarul 4.8.

b) Fie d := dim A, n := dim B /M B , a^ . . . ,  a^ un sistem minimal 
de generatori ai lui M  și b^ ..., bn un sistem minimal de generatori ai 
lui N /M B . Atunci u(at), ..., u^af}, bi, ..., bn este un sistem minimal 
de generatori ai lui N  constând din dim A + dim B /M B  elemente. Dar 
în condițiile date, dim B  = dim A + dim B /M B  conform corolarului 
II.4.19. □

EXEMPLU. In condițiile de la punctul a) este posibil ca fibra 
B /M B  să nu fie inel regulat. De pildă, dacă K  este un corp, atunci 
B := K ^ X ,Y y ( Y  -  X 2) =: K[x,y^ și A := K ^  C B  sunt ine­
le regulate, iar B este un A-modul liber, generat de 1 și x, pe când 
B /yB  ~  K ^ X y ( X 2 ) nu este inel regulat, fiind un inel local în care 
există elemente nilpotente nenule.

T EOREMA 4.16. Un inel noetherian .4 este regulat dacă există un 
inel de polinoame A [A'],. . .. Xn ], n > 0, care să fie inel regulat.

DEMONSTRAȚIE. Putem presupune n = 1 și A\ = A'. Pentru M 
ideal maximal al lui .4 notăm X  := (M .X )  G Max A[A']. Morfismul 
canonic .4 — > -4[A] induce un morfism local și plat A^[ — > A[A"]/v. 
Conform teoremei 4.15. regularitatea coboară prin astfel de morfisme.

□

Adăugăm un rezultat foarte util în contextul lemei de normalizare.
PRO PO ZIȚIE 4.17. Fie B un inel local noetherian și A un subinel 

local și regulat astfel încât B este un A-modul finit generat. Atunci B 
este inel Cohen-Macaulay dacă și numai dacă este A-modul liber.
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DEMONSTRAȚIE. Conform versiunii locale a teoremei Auslander- 
Buchsbaum-Serre, pd.ȚB) < oo. Ținând cont de teorema Auslander- 
Buchsbaurn, rezultă că B este A-modul liber dacă și numai dacă prof^ B 
coincide cu prof A. Din ipoteza A inel regulat și din propoziția 2.13 
conchidem că A este inel Cohen-Macaulay, deci prof A = dim A. Pe 
de altă parte, dacă JT , ..., xd este un sistem regulat de parametri ai 
lui A. acesta este sistem de parametri ai lui B. Așadar, B  este inel 
Cohen-Macaulay dacă și numai dacă x^, . .., xd este B-șir, iar această 
proprietate echivalează cu prof.4 B  = prof A. □

Menționăm o altă proprietate importantă a inelelor locale regulate, 
pentru a cărei demonstrație trimitem la [19, teorema 2.16].

TEOREMA 4.18. (Auslander-Buchsbaum-Nagata) Un inel local re­
gulat este factorial.
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